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序 诗 


4 飞行 器 结构 动力 学 3 是 航空 ,航天 院 校 有 关 专 业 的 一 门 必修 专业 课 的 教材 ,也 是 广大 航 
空 .航天 结构 动力 分 析 工 作者 必 备 的 重要 参考 书 。 本 书 在 并 明 振 动 基本 理论 的 基础 上 ,着 重 进 
还 改行 器 振动 固有 特性 计算 的 原理 与 方法 ,飞行 器 结构 动态 响应 分 析 的 原理 与 方法 . 除 介绍 
些 经 典 方法 外 ,对 近年 来 广泛 用 来 解决 复杂 结构 动力 学 问题 的 成 功 方 法 ,如 有 了 限 元 素 法 、 传 递 
征 阵 法 、 有 限 元 一 传递 矩阵 联合 法 、 子 结构 模 态 综合 法 、 直 接 积 分 法 、 模 态 友 加 法 等 ,也 给 予 了 
充分 的 介绍 ,并且 紧密 结合 飞行 器 振动 设计 的 一 些 特 殊 问题 ,介绍 了 有 关 分 析 原 理 与 方法 。 

本 书包 括 单 自 由 上 庶 理 论 、 多 自由 魔 理论 .连续 体 理 论 \. 飞 行 器 结构 固有 特性 分 析 、 飞 行 器 结 
构 至 态 响 应 分 析 等 方面 的 内 容 。 由 于 考虑 到 本 书 的 研究 对 象 侧重 于 飞行 器 结构 ,对 振动 理论 基 
础 部 分 只 做 重点 丫 述 ,不 过 分 进 求 振动 理论 的 系统 性 与 完整 性 。 

阅读 本 书 ,要 求 具备 理论 力学 .结构 力学 ,线性 代数 , 算 阵 理论 ,有 限 元 素 法 , 复 变 了 质数、 数 
值 分 析 等 基础 知识 ， 
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第 一 章 绪 论 


81.1 飞行 器 结构 动力 学 的 由 的 与 内 容 


所 请 振动 ,就 是 物体 或 某 种 状态 随 着 时 间 往 复 变 化 的 现 舟 。 无 论 是 在 装 印 .运输 还 是 在 发 
射 ., 飞行 的 过 程 中 ,改行 器 都 可 能 产生 强烈 的 振动 与 噪声 .如 果 设 计 不 合理 ,这 种 振动 会 激发 起 
飞行 医 结 构 或 内 部 设备 的 共振 ,也 可 能 引起 炎 振 .发 散 等 动力 不 稳定 现象 ,使 结构 因 动 应 力 这 
大 而 礁 坏 ,或 者 使 仪器 受到 过 大 的 加 速度 而 失灵。 因此 ,结构 动力 学 问题 在 飞行 器 设计 中 受到 
了 车 凯 草 视 。 在 结构 动力 学 中 ,凡是 能 产生 振动 的 研究 对 象 统称 为 动力 系统 ,简称 系统 :而 将 引 
起 系统 振动 的 外 界 输入 ,如 初始 干扰 、 外 激励 力 、 位 称 激 励 等 ,统称 为 激励 ;系统 在 输入 下 产生 
的 效果 即 为 输出 ,如 位 移 , 加 速度 .应 力 等 ,统称 为 系统 的 动态 响应 ,简称 响应 。 旺 然 , 飞行 器 结 
构 十 一 种 典型 的 动力 系统 ,飞行 髓 结构 动力 学 的 目的 ,就 是 研究 这 种 具体 系统 的 振动 特性 和 响 
如 的 分 析 方 法 与 特点 ,以 保证 飞行 占 结 构 安全 可 靠 、 性 能 适当 和 具有 足够 的 使 用 寿命 . 

设计 中 遇 到 的 结构 动力 学 问题 主要 有 以 下 几 个 方面 。 


一 、 外 激励 的 分 析 与 确定 


飞行 器 所 处 的 动 环境 是 比较 复杂 而 恶劣 的 .这 一 方面 表现 在 激励 源 多 而 复杂 .其 主要 的 激 
励 源 有 发 动机 推广 .射流 噪声 .内 面 旦 噪声 .控制 力 .阵风 .飞行 阶段 的 转换 (点 火 、. 发射. 分 离 、 
焰火 .着 陆 ) .爆炸 波 激 盛 以 及 运输 、 装 秃 造成 的 激励 等 等 。 这 些 泗 励 有 规律 性 的 ,也 有 随机 性 
的 。 胃 一 方面 是 由 于 实际 环境 往往 有 几 种 激励 同时 作用 于 飞行 器 土 ,因此 ,为 了 保证 飞行 器 绪 
构 安 全 可 车 ,应 该 将 飞行 回环 受 动 载荷 比较 严重 的 一些 情况 加 以 研究 ,分析 这 些 外 激 而 的 性 
质 .大 小 和 变化 规律 ,以 确定 设计 时 所 必需 的 动 坑 殴 ,作为 结构 设计 的 重要 依据 之 - -。 例 如 ,在 
设计 运载 火箭 和 宇宙 飞船 时 ,结构 对 起 发 或 助 推 发 动机 造成 的 冲击 为. 气动 旋 及 声 激 励 的 响 
应 .通常 是 确定 结构 尺寸 的 重要 因素 。 故 在 初步 设计 阶段 ,一 般 要 反复 进行 沿 励 环境 拨 示 和 动 
载荷 预示 。 


二 、 和 结构 振动 轩 有 特性 分 析 


无 论 是 动态 响应 计算 ,结构 动 稳定 性 分 析 , 还 是 结构 与 飞行 礁 其 他 系统 ( 枫 如 控制 系统 , 燃 
村 输送 系统 等 ) 的 耦合 于 扰 分 析 ,往往 都 是 以 结构 动态 加 有 特性 为 基本 的 原始 数据 夯 有 特性 
分 析 的 基本 内 容 是 ,在 拟定 结尾 动态 分 析 模 型 的 基础 上 进行 结构 固有 频 窜 及 其 相应 振 型 的 计 
算 ”此 项 工 作 的 分 析 精 度 在 一 定 程 度 土 影响 着 许多 设计 环节 的 有 效 性 、 





三 、 结构 动态 响应 计算 


在 飞行 器 设计 过 程 中 ,这 项 工作 是 反复 进行 的 ,其 主要 内 容 是 确定 结构 在 外 激励 下 产生 的 
- 1 








输出 。 这 种 激励 和 输出 可 以 是 力 、 位 移 或 加 还 度 。 掌握 这 些 参量 在 飞行 器 工作 过 程 中 随时 间 变 
化 的 规律 ,是 对 结构 进行 动 强度 、 刚 度 及 舱 内 设备 空间 余 量 设计 的 必要 条 件 , 同 时 也 在 很 大 程 











在 动力 分 本 中 , 输 人 (激励 ;的 大 小 ,方向 甚至 作用 点 ,一 般 都 是 随时 间 而 变化 的 .这 就 决定 
了 动力 系统 的 输出 (响应 )} 也 随时 间 而 变化 。 这 时 ,结构 的 内 力 、 变 形 除了 与 载荷 天 小 有 关外 ,还 
与 载荷 作用 方式 、 它 随时 间 的 变化 规律 以 及 结构 的 固有 特性 、. 蛆 尼 特性 有 关 . 因 此 .对 于 动力 学 
问 丁 ,不 仅 要 知道 边界 条 件 ,而 且 要 知道 初始 条 件 ,显然 :时 间 变 莉 是 结构 动力 问题 的 基本 变量 
之 一 ,这 使 得 动力 分 析 比 静 力 分 析 更 加 复杂 。 

2， 惯性 力 的 存在 

结构 动力 问题 的 突出 特征 是 振动 现象 .振动 中 的 质点 具有 加 速度 ,从 而 在 结 芭 中 产生 了 惯 
性 力 . 如 网 1 -2(a) 所 示 ，, 简 支 梁 在 动 载荷 己 ( 妆 作 
册 下 所 产生 的 沫 的 位 移 与 加 速度 有 关 , 梁 中 的 棍 
记 .前 力 不 仅 要 平衡 外 载荷 (4) ,而 和 且 要 平衡 振 
动 中 梁 的 加 速度 所 引起 的 惯性 力 .可 是 ,如 果 简 支 TT TT 
梁 折 承 的 是 静 载 荷 ,如 图 1 -2(b) 所 示 , 则 其 弯 。 ” ”惯性 力 a) 
犯 . 剪 妃 及 挠 曲线 形状 在 给 定 的 边界 条 件 下 只 取 
次 了 给 定 的 静 载 共 疡 .所 以 惯性 力 的 存在 是 动力 后 -一 一 
学 问题 先 义 - 畦 性 ,出 理论 力学 质点 动力 学 可 知 ， : 
量 于 惯性 力 项 的 出 现 , 使 质点 振动 的 运动 方程 为 ‘bb) 
-- 价 常 系数 线性 微 分 方 穆 { 在 微 幅 振动 条 件 下 )， 图 1 
这 也 就 在 一 定 程度 上 确定 了 运动 方程 的 形式 和 求 
解 询 特点 .因此 ,在 结 梅 动力 学 后 ,必须 十 分 重视 结构 的 质量 大 小 与 分 布 情况 , 注 章 研究 振动 中 
惯性 力 的 状 沈 。 
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S$ 1.3 基本 研究 方法 与 分 析 模 型 


结构 动力 党 的 基本 研究 方法 是 狗 确 定 外 激励 的 性 质 . 大 小 与 变化 规律 .确定 初始 条 件 .再 
将 飞 行 器 前 实际 结构 简化 成 分 析 模 型 ,建立 起 相应 的 振动 微分 方程 (和 运动 方程 ), 即 数学 模型 
然后 ,采用 合理 的 方法 求解 ,并 通过 实验 来 验证 所 得 解 的 正确 性 。 

由 于 飞行 闫 结构 十分 复杂 ,结构 动力 学 同 其 他 工程 学 科 一 样 , 不 可 能 将 原始 结构 拿 来 分 析 
计算 ,必须 根据 分 析 的 目的 .规定 的 计算 精 声 .更 有 的 计算 条 件 , 来 分 析 结 构 各 部 分 在 振动 中 的 
生 用 , 男 以 "去 籼 取 精 ”, 综 合 简化 成 分 析 模 型 ;用 分 析 模 型 来 建立 运动 方程 .进行 动力 分 析 以 解 
六 实际 工程 问题 。 

最 其 本 的 分 析 模 型 有 黄 太 类 ;一 类 是 连续 系统 模型 , 另 一 类 基 离散 系统 模 鸠 .实际 分 析 模 
他 有 时 还 可 能 是 它们 的 复合 .例如 图 1~3ta? 表示 一 简 支 在 托 架 上 的 导弹 ,不 :1 点 作用 有 动 载 
荷 情 人) , 求 和 4 点 沿 向 的 位 移 响应, 此 时 可 以 简化 为 图 1 -3(b) 所 示 的 分 析 模 型 .将 导弹 作为 
弹性 粱 来 处 理 .这 种 系统 的 质量 .出 度 .阻尼 都 是 连续 分 布 的 ,并 且 集 质量 .刚度 .阻尼 和 于 - 栖 . 
江 种 模型 称 为 连续 系统 模型 .连续 系统 有 无 穷 多 的 自由 度 。 

如 果 把 连续 梁 假 想 分 割 成 者 干 眉 ,把 每 恨 梁 的 质量 按 等 效 原 则 集中 到 分 割 点 -形成 一 邓 列 
有 污点 2a， vn,, 出 连接 各 质点 的 炊 段 只 有 弹性 ,没有 质量 ,于 是 就 形成 了 图 1- 3(c) 所 示 的 
模型 .这 种 模型 是 人 为 地 将 质量 .刚度 分 割 开 并 离散 化 , 称 为 离散 系统 模型 

如 渠 应 用 振动 理论 可 得 到 此 系统 计算 4 点 动 位 移 的 等 效 质 量 mm. 等 误 刚 舟 条 数 eu 与 等 


3 一 








效 有 阻尼 系数 c, 则 可 进一步 将 系统 简化 成 图 1- 3kdy 所 示 的 单 自由 度 弹 狗 质量 系统 ,这 是 最 简 
单 的 商 散 系统 模型 。 不 过 应 注意 ,这 些 等 效 参 量 随 计算 点 位 置 的 变化 而 变化 .由 上 可 知 , 离 散 系 
统 的 基本 要 素 除 汕 励 源 外 ,还 有 质量 件 闫 .弹性 件 & .阻尼 件 <。 





图 1-3 
质量 件 m 是 离散 系统 中 产生 惯性 力 ,储藏 动能 的 功能 件 , 通 常 假 定 它 是 刚体 .弹性 件 二 是 
系统 中 产生 弹性 恢复 力 、 储 眶 势能 的 功能 件 ,一 般 假 定 它 无 Fy 


质量 .本 书 还 规定 弹性 件 服从 虎 克 定律 ,也 就 是 说 , 它 是 线 
性 的 .阻尼 件 < 是 系统 中 产生 眼 尼 力 、 使 能 量 从 动力 系统 中 
耗 散 出 去 的 功能 件 ,一 般 候 定 阻尼 件 既 无 质量 又 无 弹性 , 且 
多 采用 阻尼 力 与 运动 速度 成 正比 的 阻尼 一- 一“ 粘性 阻尼 ”. z 
通常 质量 件 m 与 弹性 件 太 是 系统 振动 必 不 可 少 的 要 素 。 上 
述 四 种 要 素 的 代表 性 组 合 之 一 如 图 1 -4 所 示 。 此 系统 虽然 
只 有 一 个 自由 度 ,但 通过 对 它 的 分 析 可 以 指示 振动 理论 的 
某 本 原理 和 规律 ,因此 本 书 就 是 从 讨论 这 种 系统 人 手 的 。 图 1 -4 
当 弹 性 伞 . 阻 尼 件 内 为 线性 时 ,动力 系统 的 运动 方程 可 

用 线性 微分 方程 来 表达 , 称 为 线性 系统 ;否则 为 非 线 性 系统 ,从 上 面 的 介绍 可 见 ,同一 结构 可 以 
简化 成 不 周 的 模型 ,如何 正确 拟定 分 析 模 型 ,这 将 在 以 后 有 关 章 节 进一步 介绍 - 


静 平 奖 位 置 





3 1,4 振动 的 分 类 
对 十 振动 现象 ,由 于 观察 与 研究 的 角度 不 向 ,有 不 同 的 分 类 方法 。 


一 、 按照 激励 控制 的 方式 分 


“lj 自由 振动 .这 是 系统 受 万 冶 干 抗 产 生 的 据 动 ,或 者 外 激励 力 消 失 后 存 杰 的 党 动 内 了 
请 归 振 动 的 频率 及 振动 形态 只 取 次 于 系统 的 弹性 和 惯性 性 能 ,而 与 外 激励 无 头 ,能 鱼 最 某 本 地 
及 孜 系 统 的 到 力 特性 ,是 斌 究 其 他 各 种 振动 的 基础 ,因此 ,研究 飞行 器 结构 的 身 由 拓 动 特性 .只 
有 重要 的 理论 和 实际 意义 ， 

(2) 强迫 振动 .这 是 系统 在 外 激励 作用 下 产生 的 振动 , 强 巡 振 支 中 的 频率 太 振 刚 涉 仅 取 中 
于 系统 本 身 的 弹性 .惯性 .阻尼 特性 ,而 且 与 外 激励 有 关 . 当 飞行 器 发 动机 上 作 时 .由 全 旋转 部 
分 篇 心 ,或 者 燃 伐 不 稳定 ,往往 会 形成 周期 性 的 激励 力 , 从 而 激 起 飞行 器 结构 .发动 册 或 操纵 系 
统 的 强迫 振动 , 即 为 一 例 ， 

13) 自 激 振动 .这 是 由 于 输入 ,输出 间 有 反馈 现象 并 且 有 能 基 补 充 面 产 牛 的 振动 .这 时 汶 
凯 侍 受 系 统 本 身 控制 的 ,飞行 器 兽 振 现象 就 属于 自 滞 振动 。 

《1) 参数 振动 .如果 外 激励 周期 性 地 改变 系统 的 质量 或 弹性 等 性 质 , 则 这 寺 所 小 巡 的 振动 
称 为 参数 气动 . 火 稍 发 动机 典 烧 不 稳定 产生 的 干 手 ,就 可 能 激 起 燃 伐 享 或 发 动机 捍 的 参数 
振动 ， 


二 、 按 照 激励 性 质 分 



























































1) 确定 性 振动 ,一 个 确定 性 系统 ( 指 系统 特 性 是 确定 性 的 ,不 论 它 是 常 欠 数 系 
佑 煞 系 统 ) ,在 受到 确定 件 激励 时 ,响应 也 是 确定 性 的 .这 类 所 动 称 为 确定 性 振动 . 间 六 浆 汶 定 风 
振动 。 

‘2) 随机 捧 动 ,一 个 系统 ,即使 是 确定 性 系统 .在 受到 随机 激励 时 ,条 统 的 响 太 汪 将 是 随机 
,这 类 振动 称 为 随机 振动 。 


三 、 按 照 系统 的 自由 度 分 


动 几 系统 的 自由 度 ,是 指 在 振动 过 程 的 任何 瞬时 ,为 完全 确 堂 系统 所 姓 的 运 沪 状态 而 必 
需 的 最 少 独立 学 标 数 日 ， 

单 自 由 度 系统 的 振动 一 一 用 一 个 独立 坐标 就 能 确定 系统 运动 状态 的 振动 

多 自由 度 系 统 的 振动 一 一 用 多 个 独立 坐标 才能 确定 系统 运动 状态 的 振动 : 

连续 体 振动 .一 需 用 无 穷 多 个 独立 坐标 才能 确定 系统 运动 状态 的 振动 . 





31.5 简 谐 振动 


简 游 振动 最 然 旺 最 简单 的 周期 性 据 动 ,但 它 可 以 反映 振动 的 基本 特性 .放生 复 订 的 周期 振 
起 作答 可 以 用 有 限 个 和 莘 潜 振动 的 亚 训 来 研究 .所 以 , 斌 究 简 谐振 动 是 很 有 意义 的 


一 、 表示 方法 


如 果 半 期 振动 量 是 时 间 的 正弦 或 余弦 函数 (图 1-5), 则 该 振动 叫 简 谐 振动 或 谐 各 振动 , 它 
是 最 简单 的 周期 振动 ,其 运动 方程 为 
二 Asin(wt 二 |] 1i 
式 中 让 一 一 振幅 ,表示 振动 中 的 最 大 位 称臣; 
ao 一 一 圆 频率 ,单位 :强度 / 秘 (rad/s); 
(wf 十 9 一 一 相位 角 ;: 


9 一 一 初 相位。 
显然 , 当 7 = 径 时 ,有 lz 
Tt 一 TI 二 27) (n= 1,2,3,""") 










《1 一 2) 
了 称 为 振动 的 局 期 , 卷 示 振 动 重 复 -一 次 所 需要 
的 时 间 间 隔 ,; 单 位 通常 为 秒 (s). 在 1s 时 间 内 振 
动 重复 的 次 数 , 称 为 振动 的 频率 ,用 了 表示 ,有 
f= 证 (1 -3) 
频率 的 单位 :次 / 秒 , 称 为 蔡 兹 ,简称 赫 (Hz)， 
简 谐 振动 除了 用 方程 (1. 1) 代 琢 的 三 角 函 数 表 示 外 ,还 可 以 用 旋转 矢量 的 找 影 表示 或 用 
复数 表示 。 
图 1-6 表 示 一 个 模 为 4 的 旋转 矢量 以 常 前 速度 wm 绕 〇 旋转 时 在 x,y 轴 上 投影 的 变化 
规律 ， 


T 
宇 二 Sin 十 周 

















0 = Asin(wt + 9) 

OP = Acos(twt + 

显然 ,它们 分 别 表示 了 一 种 简 谐振 动 。 这 说 明 , 任 何 简 谐振 动 都 可 以 用 某 -~ 旋转 饼 鳞 的 投影 米 

表示 ,该 矢量 的 模 表 示 简 谐振 动 的 振幅 , 它 的 旋转 角 速 
度 表 示 振 动 的 圆 频率 %. 

间 样 , 简 谐 振动 也 可 用 复数 2 所 代表 的 复 旋 转 矢 

量 来 表示 , 即 用 一 个 复 旋转 矢量 在 复 平 面 的 实 轴 与 虚 

轴 上 的 投影 来 表示 ,如 图 1-7 所 示 。 若 此 复 旋转 矢量 用 

指数 函数 表示 , 即 Z 一 Ae*, 则 其 模 4 表示 振幅 , 幅 和 角 吕 

一 wt 一 名 为 复 旋 转 矢 量 Z 的 角速度 , 它 代 表 圆 频率。 








以 下 用 澡 体 字母 表示 矢量 , 则 有 
ZF = Ac n (1 — 42 
因为 e* = cost + isinf 
则 Z= Acostowt — Pp) +iAsinto mH (~5) 周 1 * 
式 中 (一 v 一 1 


复 旋转 矢量 在 复 平面 虚 轴 和 实 轴 上 的 投影 分 别 为 
Im(2) = Asin(wt — Pp) | 
Re{2) = Acostwt — gp) | 
中 然 ,它们 分 别 胡 示 一 种 简 谐 振动 。 
将 (1 -4) 式 政 写 为 


EE = /Me Wer = lew i 
式 中 六 二 Ac .1-8 
也是 复 量 ,叫做 复 振幅 , 它 与 时 间 无 关 ， 
二 、 性 质 
(1) 入 谐 握 动 的 速度 . 吉 速 度 仍 为 同 频率 的 简 谐 振动 。 
考虑 到 ee = cosd + ising 
e 一 Jen” 二 一 1， 
车 有 一 简 谐 振动 
X= A ] -号 ) 
由 速度 
二 下 Ce = lwde”™ 一 全 onet 二 让 {, 0) 
加 建 度 二 SliwAe") 一 一 名 ee = /ole ™ (1-11) 


显然 ,I,*, 庆 均 为 同 频 率 的 简谱 振动 ,每 微分 一 次 ,振幅 乘 一 次 因子 ,相位 角 增 各 (图 1 -8)， 
(2) 将 人 9)、fI -11) 式 对 比 , 则 有 : | 

Oo x (il -12) 

这 表明 , 简 谐 振动 加 速 度 的 天 小 与 位 移 成 正比 而 方向 相反 ,并 且 始 终 指 向 振动 的 项 半 衔 位 置 。 


上 











(3) 两 个 隔 频率 、 初 相 角 不 局 的 简 谐 振动 相 加 ,仍然 为 同 频率 的 位 谐振 动 。 
设 有 两 个 简 谐 扰动 
Xi 一 Ke™ 
Ys — Welterte 
则 会 矢量 为 
二 十 不 二 并 Ee 十 大 et 有 一 
《大 | 十 各 Je]ei = LCR, 十 Xocos®) 十 INSingle™ = 
ee 一 ie 人 


1 3) 
式 中 





站 一 VX, 十 这 JCOS@)? 二 (Sin)’ 

sin 
二 殉 ucosy 二 天 ,Cosy i- 11) 
其 复 族 转 矢 量 图 如 图 1 -9 所 示 , 由 中 ~13) 式 可 玩 , 合 运动 全 为 同 频 率 的 简 谐 所 动 ， 


B= arctan 


Vi ny 


i 
Ee 








Re 





‘1) 两 个 不 同 频率 的 简 谐 振动 相 加 后 ,不 再 是 简 谐振 动 ,一 般 情况 下 变 为 非 周期 振动 , 当 


两 频率 之 比 是 正 整 数 时 ,合成 后 为 周期 振动 。 当 两 频率 相差 很 少时 ,就 产生 * 拍 ”的 现象 , 现 用 
复 矢 量 的 实 部 来 研究 拍 ” 的 现 银 。 
设 


-GC—: 


1 一 TeoOswt 


一 zcos(w + Et 


se 是 微量 , 则 合成 后 


t= zosnt 二 cos{w + £)1] 一 





£ i E 1 E 
27C08 COS| Wy 一 tf =x*cos|wT Ej 
2 | 2 | 之 | 
i 国 ， 已 

也 FT ”二 2XC0S ot 


这 吉明 ,此 时 振幅 也 随时 间 曙 余弦 规律 变化 .其 运动 形式 如 图 1- 10 所 未。 这 就 是 - 拍 ” 的 现象 . 
在 测量 振动 频率 时 ,者 出 现 * 拍 ”的 现象 , 则 表明 被 测 物 频率 与 标准 比较 频率 相 接近 ， 








第 一 篇 ”振动 理论 尽 础 


从 第 一 章 的 论述 中 可 见 , 飞行器 结构 动力 学 涉及 的 内 容 很 广泛 .但 人 们 对 事物 的 认识 总 吕 
以 河 单 到 复杂 .从 特殊 到 一 般 , 故 本 入 主要 介绍 据 动 的 一 般 理论 ,为 以 后 各 章 的 讨论 提供 理论 
基础 . 实 奈 上 飞行 器 结构 动态 分 析 的 发 展 过 程 , 就 是 振动 基本 理论 在 工程 实际 中 综合 应 用 与 深 

在 理论 介绍 中 ,一方 商 要 注意 充分 应 用 数学 工具 与 基础 理论 ,但 又 不 花 过 过 篇 幅 做 得 珊 的 
推导 。 另 -- 方 面 要 重视 实用 性 ,不 过 分 追求 理论 系统 的 完整 性 ,所 用 例子 力求 与 飞行 器 结构 的 
实际 相 结 合 。 

在 内 容 方 面 只 限于 介绍 线性 振动 理论 的 基本 部 分 ,将 重点 放 在 单 自由 度 系统 振动 种 多 和 月 
由 度 系 统 的 振动 之 上 ,对 以 后 各 章 中 需要 的 连续 系统 林 本 理论 也 做 了 简明 的 阐述 . 








第 二 章 ” 单 自由 度 系统 的 振动 


832.1 前 言 


单 自由 度 系统 虽然 荐 最 简单 的 动力 系统 ,但 对 单 自由 度 系 统 的 分 析 能 揭示 振动 系统 的 很 
多 基本 特性 ,从 后 面 两 章 的 介绍 中 可 以 看 出 ,多 自由 度 系统 和 连续 系统 的 振动 ,就 其 各 阶 振动 
形态 而 天 ,都 常常 可 以 看 成 是 许多 单 自由 度 系统 特性 的 线性 三 加 ,从 这 种 意义 上 说 ,研究 单 自 
由 度 系 统 的 振动 特性 是 飞行 器 结构 动力 党 的 基础 ,本 章 将 结合 具体 振动 问题 介绍 以 下 据 动 的 
其 本 分 析 方 法 :能 其 法 ,牛顿 运动 定律 法 , 裙 积 积分 法 , 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变换 法 .前 两 种 方法 
均 以 时 间 为 自 变量, 可谓 时 间 域 方法 . 拉 普 拉 斯 变换 法 则 以 图 频率 ”为 基本 自 变 量 , 可 称 作 频 
域 法 。 


$2.2 无 阻尼 自由 振动 


这 种 动力 系统 的 典型 分 析 模 型 如 图 2-1 所 示 。 由 于 系统 不 存在 阻尼 ,没有 能 量 损 耗 , 只 受 
到 重力 场 和 弹性 力 场 作用 , 故 属于 保守 系统 ;服从 机 械 能 守恒 定律 。- 且 振动 起 来 ,将 永远 振动 
下 去 。 现 取 质 量 件 头 的 静 平衡 位 置 为 坐标 原点 ,建立 zx 坐标 系 ( 向 下 为 正 ), 8. 表示 静 位 移 ,弹簧 
刚度 为 环 。 


一 、 运 动 方 程 的 建立 
根据 机 械 能 守恒 定律 ,系统 动能 了 与 势能 U 虽 然 在 运动 过 程 中 可 以 转化 ,但 总 和 不 变 . 即 
了 十 区 = 常量 (‘2-1) 
或 GT 十 CD = ‘2-2) 


结合 具体 动力 系统 ,将 了 ,C 的 表达 式 代 人 
上 面 任 税 一 式 , 必 能 导出 运动 方程 ,这 就 是 能 其 
法 的 基本 原理 .显然 ,此 法 上 只 适合 于 保守 系统 。 
琉 海 虑 图 2-1 模 型 , 取 x 的 更 平衡 位 置 为 势能 
零点 位 置 , 由 理论 力学 知 ; 


了 一半 (2 3) 





[7 一 | &(6。 -xdzr 一 mgx = 
Ca 





kD 十 hx! 一 mgr 





在 静 平 衡 状态 下 
kd = mg 


则 上 上 式 可 写成 
U 一 Fh 12 -1 
内 人 -4) 式 可 见 , 若 选择 静 平 衡 位 置 为 人 誉 标 原 点 来 建 半 运动 微分 方程 . 则 在 势能 表达 式 中 
不 出 现 重力 项 .将 (2 - 3),(2-4) 武信 入 (2-2) 式 得 











1 | hx?| nz 二 rt) = 


di 
dtl 2 
洪 上 找到 7 二 0, 礁 上 式 可 写成 


mr kro=0 -71 


或 十 包 x 一 0 


大 为 所 0, 圾 可 令 


则 (3-5) 式 变 成 
0 wl 


t2- 5) 或 (2 -7) 式 就 是 无 阻尼 单 自 由 度 系统 的 自由 振动 方程 。 





二 、 解 方程 


显然 ,此 运动 方程 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 . 若 初 始 条 件 为 一 0 时 工 = ,7 一 7 : 则 
(2 - ?9) 式 的 通 解 为 


Te r 
工 一 TocosGut 十 DD Sinent (2 8) 


因为 同 频率 简 谐振 动 之 和 仍 为 同 频率 的 简 谐 振动 , 故 (2 -8) 式 可 写成 


r= Xsih(wt 十 的) (2 9) 
站 
式 中 X=yB 1 


1 
P= arc tan™!| 一 | 
四 


三 , 讨论 


(1) 由 (2 -9) 式 可 看 出 ,无 阻尼 单 自由 度 系 统 的 自由 振动 为 简 谐 振动 .村 于 本 系统 .其 振 
动 多 频率 为 


用 
人 
， wm 1 fe 
频率 ,~ 各 一 光 V4 C0 10) 


因为 《9 是 系统 头 有 的 ,所 ,六 也 是 系统 固有 的 , 故 依次 称 为 系统 的 固有 加 频率 与 固有 频 
一 13 一 





率 .习惯 上 常常 称 mw 为 系统 加 有 频率 ,但 二 者 不 要 混淆 。 

(2》 由 (2- 10) 式 可 见 , 刚 度 相 同 的 两 个 单 自 起 度 系统 ,其 加 有 频率 随 质 量 的 增 大 而 减 小 ; 
质量 相同 的 两 个 系统 ,其 固有 频率 随 系统 刚度 的 增 大 而 增 大 ， 

(3) 系统 的 初始 条 件 对 系统 固有 频率 没有 影响 ,而 振幅 六 与 初 和 相位 ? 沟 册 初始 条 件 决定 。 


J i i i 


和 


.ph 





人 所 亚 问 王 可 田园 样 专注 三 党 许可 担 











a 
(2 .11) 
1 gy 
"=i 
式 中 如一 一 轴 的 报 转 刚度 ; 
I 态 的 转动 惯 基 ，。 
图 2-3 
_ fjGa 
a 一 
1 JGa 
访 一 或 i (2-12) 


-po Ei hd um FF HL 


JJ 


六 = 二 Me 十 二 
现在 需求 与 9 之 间 的 关系 .重心 钱 位 移 
必 ， 为 
S,. = GG = OG 一 Or 一 
六 1 -- cosa) 
而 由 和信 CEA' 与 和 AOCE 有 





CES=C1 sng = lsine = Sasin 








则 可 导出 





9 一 由 一 Ji — | sin ?站 
因为 9 角 很 小 ,可 取 sin 和 必 分 ,并 将 上 式 根 号 
展开 而 取 前 两 项 得 





至 此 已 得 到 zw. 与 史 的 关系 式 , 代 入 动能 表达 式 , 考 虑 到 很 小 , 则 
， 1 i Ma: , ] > .， 
re 


再 计算 势能 慷 : 








趟 中 gg 重力 加 速度 。 
将 上 两 式 代 人 (2-2) 式 


di 1 Mga: ,| 
| i P10 











多 十 Fp=0 
将 上 式 与 42-7) 式 对 比 . 可 知 固有 赔 频 率 为 
_ jfMga’ 
TN 
由 此 得 到 固有 周期 
2x 2x fi 
ww, avyMe 





实际 上 通过 此 装置 可 以 测 得 7, 而 及 ,gg ,!,4 均 为 已 知 , 故 可 通过 此 实验 米 导 出 导弹 的 惯性 


-| 


和 矩 ，? 








这 种 方法 叫 测 物 体 惯 性 短 的 双 线 所 法 。 
例 2-2 试用 能 量 法 求 图 2-5 所 示 的 保守 系统 的 固有 频率 。 


图 2-5 了 站 


解 “对 于 保守 系统 ,因为 在 任何 用 间 动能 与 势能 之 和 为 常量 ,所 以 对 振动 中 任意 两 状态 
都 有 如 下 关系 
了 十 Ui = 7, 十 Us, 
若 选 取 质 量 件 通过 静 平 衡 位 置 用 间 为 状态 *1”, 仍 取 静 平衡 位 置 为 势能 堆 点 , 则 对 简 计 振 
动 来 讲 ,此 时 速度 最 大 ,动能 达到 最 大 和 值 Tu。 即 
T+ = T+ 0= To 
若 选取 质量 件 具 有 最 大 位 称 时 为 状态 “2”, 此 时 速度 为 堆 , 故 有 
T + Us = 0 U, = UU, 
将 二 两 式 代 人 第 一 式 , 则 有 
了 — Umax (2 13) 
今 取 :r 为 从 静 平 衡 位 置 起 算 的 动 位 移 , 则 


T= mi 


UC= Fh 十 去 


由 于 系统 做 简谱 振动 ,可 设 z 一 XXcoswt, 则 
Lm? 
Tmax = pa 
Uo = 去 (h 十 各) 入 2 
于 是 (2 -13) 式 可 写成 


二 olRe 一 二 (局 十) 


_m 1 中 | 十 天， 。 
疡 一 纺 一 其 所 页 2 14) 


由 此 可 导出 固有 频率 





-一 1 一 


方程 (2 - 13) 是 能 量 法 的 另 一 种 表达 式 , 应 用 此 式 可 求 得 保守 系统 的 加 有 频率 .这 种 方法 
也 称 瑞 雷 (Raylcigh) 法 。 

将 表达 式 (2. 1 与 人 2-10)7 加 以 比较 就 可 以 看 出 ,如 果 把 图 2-5 所 示 的 系统 摸 成 图 2 
所 示 的 系统 , 邻 新 系统 的 刚度 系数 iu 一 和 十 各 , 则 两 个 系统 是 等 效 的 .我 们 称 此 ,为 图 2-35 
系统 的 等 效 刚 度 或 当量 刚度 。 间 理 可 导出 其 他 系统 的 等 效 刚 度 。 采 用 这 种 等 效 原 理 , 还 向 以 导 
出 当量 质量 .当量 阻尼 的 概念 .运用 这 种 技术 ,可 以 将 复杂 系统 的 结构 动力 学 问题 简化 为 简单 
的 当 基 系统 来 分 析 。 





82.3 有 限 尼 自由 据 动 


由 于 阻尼 自由 振动 系统 能 重 不 断 消耗 而 转变 成 热能 或 声 能 (噪音 ) ,使 振幅 六 断 减 弱 而 最 
后 停止 , 故 阻尼 亡 由 振动 也 称 为 衰减 振动 .这 种 系统 的 典型 分 村 模型 如 图 2 ?所 示 - 它 是 非 保 
守 系 统 ,前 述 的 能 其 法 已 不 适用 ,本 节 介 
绍 牛顿 运动 定律 法 , 它 无 论 对 保守 或 非 
保守 系统 都 是 适用 的 ,如 前 所 述 ,我 们 只 




















讨论 粘性 阻尼 情形 , 即 阻尼 力 Ps czte 和 
为 阻尼 系数 .< 的 单位 为 N ，s/m)。 - re 
一 、 运动 方 程 
mg 
以 蔡 平 衡 位 置 为 坐标 原点 ,z 坐标 
向 下 为 正 . 取 质 者 件 m 为 分 离 体 ,其 受 2 
力图 如 图 2 --? 所 示 . 由 牛顿 运动 定律 得 
mz = mg — kr 6,) 一 ce 
车 为 RO 一 zag 上 式 可 简化 党 
mw 十 CT 十 六 二 由 
或 广 十 上 二 二 外 x 二 他 -5 
可 见 , 若 选择 议 平 衡 位 置 为 坐标 原点 ,在 运动 方程 中 对 重力 项 和 况 位 移 就 不 需要 机 于 以 考虑 . 
， 让 ， 妇 
设 加 2&rw, 
Ll : 
即 二 一 i \2 1 
困 ce 六 大 是 正 的 , 故 二 也 是 正 的 , 称 为 阻尼 因子 或 阻尼 成 。(2-15) 式 可 改写 为 
了 工 十 28 十 oz 一 0 \2 17) 


(2 一 15),(2 一 17) 式 均 为 单 自由 度 险 尼 自 由 振动 微分 方程 (运动 方程 }， 
二 、 解 方程 


由 高 等 数学 可 知 ,(2 -17) 式 的 解 可 取 z+ 二 Be* 的 形式 ,BS 为 待定 常数 ,将 此 解 代 人 '2- 


17) 式 得 微分 方程 的 特征 方程 式 
SI: 二 2 oi= 0 {2 18) 


还 特征 方程 的 根 是 


Sy = tm, wv OOo le {2—19) 
故 (2 . 17) 式 的 解 可 写成 
r= Be + Byess (2 — 20) 
五 | .有 为 初始 条 忻 所 决定 的 待定 常量 ， 
三 . 讨论 
(1) 当 吉 < 之] 时, (2 -19) 式 两 根 为 共 斩 复 根 
S12 =— €w, + Ly (2. 21) 
起 中 di 一 mv 二 逐 {2 — 22) 
iv 一 


由 (2 ~20),、(2 -21) 式 考虑 到 欧 拉 公式 
etd 一 cos 有 + ising (2 一 23) 
则 通 解 可 写成 
T= eB, + Boycoswat + iB, 一 Bysinw,t] 
辕 位 移 工 是 实数 物理 量 , 故 上 式 的 (3 十 B,) 和 i(B 一 B;) 也 是 实数 ,依次 用 人 4.4 表示 。 这 就 
要 求 B1、B; 为 共 天 复数 ,于 是 上 式 可 写成 


让 二 € (CACOSwt 十 A,sine,t) (2 24) 
或 T= Ae sin(wst + 内 (2 - 25) 
武 中 1 二 To; 有 4; 一 字 工 Ew 
全 了 
Xo 十 ed : 一 | oy | 
人 二 /Xx; 十 | ， P= arctan DF Eo F Ear 


显然 ,$ < 之 1 时 为 着 碱 的 简 谐 振动 ,而 且 当 内 扫 内 妈 有 了 转 尼 时 ,固有 频率 略 有 下 降 , 图 2- 
8 表示 的 即 为 训 减 振动 。 








(2) 当 # 二 1 时 ,(2 一 39) 式 有 重 祖 “一 内” 通 解 
r= (B+ Be-™ (2 -26) 
为 非 周 期 单调 衰减 运动 {图 2-9), 它 是 据 动 与 否 的 临界 状态 , 称 为 临界 阻尼 情况 ,此 时 的 咀 尼 


系数 称 为 临界 骨 尼 系数 <, 故 c 一 2 将 一 般 情 况 的 < 一 2Sem 引入 ,得 


[a | ed 
一 二 他 -27) 
丰 


也 可 以 用 表达 式 {2 27) 来 定义 ,这 就 是 称 5 为 “阻尼 比 ” 的 来 源 。(2 26) 式 中 如 ,、.B, 为 边界 
条 忻 所 确定 的 常数 .应当 注意 ;c,# 均 为 系统 实际 阻尼 的 反映, 而 cs 并非 实际 系统 存在 的 阻尼 低 
基 信 一] 除外 ). 它 为 指标 性 参量 ,是 决定 振动 能 否 发 生 的 临界 阻尼 值 。 

(3) 当 上 全] 时 ,特征 根 为 不 相等 的 二 个 负 实 根 。 通 解 由 (2 -19)、(2 - 20) 式 得 


2 A 
二 Be -lm 十 Boe'™*- Ihe (2 28 ) 


内 vw 人 一 1] < 近 和 4. 故 运 动 随时 间 单调 大 减 而 无 振动 .此 情况 称 为 过 阻 庆 情 况 . 如 网 > 16 所 示 . 
例 2-3 设 初始 各 件 为 xt0) 一 oz60) = 0. 试 确定 图 2-7 所 示 系 统 振动 中 相差 -个 局 
的 两 相 分 振幅 之 比 ,并 予以 讨论 (£ 过 1)。 
解 ”我 们 讨论 的 是 和 < 1 时 的 情 沈 ,由 (2- 25) 式 得 





3 


r= Ae Ye 1 Sin {et | 


dx He ut ‘| — 





dom) 一 YT 一 要 
折 以 ,最 大 振幅 发 生 在 tantwst 十 和 四 二 wl 一 /6。 
山 于 正切 函数 周期 为 x, 故 每 隔 mw; 出 现 极 值 一 次 ,如 图 2-11 所 示 。 相 邻 两 个 同 向 振幅 间 
的 辣 距 为 


sin (tw,t + 9 二 cos (wt 一 |= 0 
J 


《eta 二 OOo 十 他 ) 一 2 
2 
]I! 一 一 二 一 
如 Ee a wy 
sintesti 十 P) = sin (wt 一 WH 
滩 相 邻 振 幅 比 为 
Ti Ae asintast 二 Pp) 
re Me imgsit (wts 十 维 





四 5 " DP 2 
Br ta i Qin 2 di] 一 - a 1 一 











rl 
AAW 
~ 
~ et VE 
In 
0 一 一 人 
2 
A Be tw 
了 
| 








讨论 
从 振幅 比 卖 达 式 可 以 看 出 ,振幅 比 仅 仅 取决 于 阻尼 比 . 取 该 振幅 比 的 自然 对 数 .得 





加 Zi 2xt 
个 二 in | 一 -用 二 各 
人 3 称 为 对 数 走 减 率 ,常用 来 表示 振动 的 阻尼 特性 . 当 二 1 时 
6 A 2 二 (2 20) 


车 由 实验 调 得 振幅 误 减 曲线 ,由 相 邻 振幅 比 计算 出 3, 则 可 利用 (2-29) 式 计算 出 该 单 自由 
度 系统 的 粘性 阻尼 比 5。 


32.4 周期 激励 的 强迫 振动 


系统 由 外 界 持续 激励 引起 的 振动 称 强迫 振动 ,外 激励 的 米 源 有 丙 类 情况 :一 类 是 持续 必用 
诈 质 量 件 上 的 激励 力 , 男 一 类 是 持续 的 支承 运动 ,我 们 直接 研究 有 阻尼 系统 ,因为 无 阻尼 系统 
只 是 它 的 特例 从 二 0 时 )， 


一 、 周 期 力 的 响应 


其 典型 分 析 模 型 如 图 2 -12 所 示 . 在 质量 件 m 上 作用 膨 期 力 Ft)。 

设 此 周期 激励 的 周期 为 了 , 圆 频率 为 ,一 个 周 

期 函数 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 此 时 ,对 一 个 周期 注 

场 , 可 分 解 成 一 系列 不 同 频率 的 简 谐 函数 来 处 理 , 即 
A(t) 一 > 十 aicosax 十 qzcOs2ay 十 … 十 


psinwt 十 bsin9owt 十 … 一 





Un 和 一 。 一 
一 十 CCOSnat Bb Sinnwr ) 
+ eon + 


(2 — 30) 图 2-12 
式 中 


4, Z| Ped 


a, 一 名 | Fl)eosnatdt (2 -31 
六 一 艺 | Plsinnotds 
(n= 1,2,3,") 
建立 这 个 系统 的 运动 方程 仍 用 午 转 运动 定律 法 。 质 量 件 在 任 一 瞬时 的 爱 力 情况 如 图 2- 上 
所 未 .。 它 与 有 旧居 自由 振动 情况 相 比 只 多 了 一 个 激励 力 Ptt) ,因此 运动 方程 为 
mz cri Rr= FY 


me | cz 二 让 zr 二 学 十 2 (ereosno + bsinnar) (2 - 32) 
(n= 1,2,3,") 


因为 系统 是 线性 的 ,可 以 应 用 要 加 原理 , 邑 线 性 系统 中 所 有 外 力 同 时 作用 的 结果 等 于 每 个 
力 单 独 作用 结果 的 要 加 ;所 以 ,只 需求 出 (2 - 32) 式 各 外 激励 项 的 响应 ,加 以 要 加 ,就 可 得 到 所 
求 的 解 .分 析 (2 - 32) 式 各 外 力 项 ,第 一 项 是 静 力 项 , 故 只 需 和 研究 简 谐 力 项 的 响应 。 
一 一 20 一 


1. 简 谐 激励 的 响应 
设 RD) 一 Fesinwl, 则 运动 方程 可 写成 








mr er hr = Fosinowt 1 33) 
或 生 十 2 十 加 二 sin 三 
如 用 矢量 表 孙 法 , 则 运动 方程 也 可 以 写成 
mi er 二 Rr = Fe™ (2 - 31) 
式 中 “天 一 一 复 振幅 。 
当选 择 力 矢量 为 基准 时 
(2 -33) 臣 的 解 由 微分 方程 理论 知 
TT Tr 人 Xp (2 -383 


式 中 工 一 一 齐 次 解 ; 
7s 一 一 非 齐 次 特 解 。 
(1) 齐 次 解 x, ,此 时 运动 方程 为 
Tt 2 to wr 0 

可 见 , 它 对 应 于 有 阻尼 自由 控 动 ,其 解 由 (2-25)、(2 -26)、(2-28) 式 块 定 ; 这 是 一 种 塞 减 拨 动 ， 
- 段 时 间 后 振动 就 停止 了 , 故 齐 次 解 也 称 为 系统 的 阴 恋 和 解 ,有 瞬 坊 解 的 振动 频率 罗 系 统 的 阅 有 有 
糯 窜 。 

(2) 非 齐 次 特 解 rz,。 设 特 解 为 





zs = Ksin(at — 
用 复数 表示 : Ty 一 Re™ = (Xo "ew ‘2 
式 中 ”并 一 -- 复 振幅 。 
将 (2 - 36) 式 代 人 (2 -34) 式 得 


【一 me ic@ + YRe™ 一 Fe™ 











本 F ， 加 
出 Mn Fi Te” 2 
豆 | 天 | 下 
一 一 - -一 -一 -一 一 2 和 
站 中 | IX| | 下 一 em + iac| VR — my TF (Cm): <* 2 
相对 激励 力 的 相位 芋 
划一 arc tan 5 sy (2 3) 


定 出 了 合理 的 关 .$ 说 明 假 设 是 正确 的 ， 
令 台 一 B( 称 8 为 频率 比 ),DD 一 FE( 表 示 稳 态 响 应 振幅 与 静 变 位 之 比 ,叫做 动力 放大 系 
数 ), 则 











了 . (2 9) 
vO Pr + (CEB 一 
- 288 
而 且 $= arc tan 1 一 原 (3) 


动力 放大 系数 


p= 1 
vl EY 
将 (2-378). (2 -38) 式 代 人 (2-36) 式 得 特 解 




















x; = Dok "A (2 ~ 12) 
wf — BB): + (eR): 
Fk 

或 "7 J 

这 说 明 , 此 特 解 是 与 激励 力 同 频率 的 简 兹 振动 , 它 基 与 初始 条 件 无 关 的 非 豪 减 振动 ; 称 为 
稳 态 振动 。 

将 (2-25).(2-42) 式 代 人 (2-35) 式 , 可 得 纶 阻尼 情况 的 通 解 

r= Ae sin(Cowst + @) + XCsin(ort — @) 《2 13} 


式 中 :142 取决 于 初 始 条 件 .第 一 项 为 瞬 态 响应 解 一 一 自由 振动 部 分 ,第 二 项 为 稳 态 响应 解 
… 一 强迫 振动 部 分 系统 开始 是 上 述 两 种 运动 的 合 运动 ;经 过 一 段 时 间 后 ,有 瞬 态 部 分 较 快 地 衰 
减 掉 了 ,系统 即 以 激励 力 频率 中 作 强 人 迫 振 动 (如 图 2-13)。 习 , 淖 由 系统 动力 特性 与 激励 力 决定 . 





讨论 
(1) 稳 态 振动 基 与 激励 力 同 频 率 的 简 谐振 动 ,其 振幅 由 外 激励 力 旺 值 、 频 率 及 系统 本 身 振 
动 固有 特性 决定 ,而 与 初始 条 件 无 藉 , 不 因 阻 尼 的 存在 而 大 减 。 
C2) 由 (2-41) 式 可 见 , 动 力 放大 系数 五 取决 于 上 ,8 的 大 小 (图 2-14)。 当 疡 = 1, 即 当 激励 
力 的 频率 级 等 于 系统 固有 频率 时 ,将 发 生 共 振 .无 阻尼 时 (8 = 1) 振幅 无 限 增 太 ,有 臣 尼 时 操 帆 
被 限制 在 一 较 大 数值 处 .由 (2- 41) 式 可 知 , 此 时 的 动力 放 关 系数 为 
p= 站 =Q (2 - 44) 


它 反映 了 系统 阻尼 的 强 弱 和 共振 峰 陡峭 程度 ,叫做 品质 因子 令 。 图 2--14 叫 幅 频 唤 应 曲线 ， 


















































(3} 由 人 2- 11) 式 可 知 , 当 有 阻尼 时 ,8B 二] 的 喇 并 不 是 极 大 ,通过 求 妖 的 概 件 可知, 当 六 一 


,1 -- ?时 中 为 横 太 ,而 是 
一 1 一 一 
”2 Vi~ 玉 
巷 只 研究 位 欧 响 应 .此 时 的 激励 力 频率 就 是 强 连 共振 频率 wpg。 它 比 略 小 ,而且 履 于 岂 ， 
Wr = ww vl — 228 2- .5) 
上 于 阻尼 … 般 都 较 小 司 二 0.05 ~ 0. 20) .wo se ms 故 通 常 可 把 四 一 w, 作为 共振 频率 
(4) 图 2-15 叫 答 相 位 频率 共振 曲线 ,可 以 看 出 : 灌 后 相位 $$ 在 0" 到 18J' 之 间 , 日 随 /1.s 而 
刘 .无 阻尼 时 名 为 0( 半 1) 或 180%(8 之 1), 有 阻尼 时 ,车 玉 二 1 则 二 905, 此 时 甸 角 汪 阴 已 
大 小 无 关 . 这 是 共振 时 的 一 个 重要 特征 。 
实际 工程 问题 比较 复杂 。 处 理工 程 癌 题 的 方法 之 一 就 是 ,把 复杂 系统 简化 成 简单 的 当 晤 系 
统 , 应 用 已 有 的 理论 来 求解 .当量 单 自 由 度 系 统 的 运动 方程 为 
Maz 十 cea 十 天 区 一 Featt) 


D. 


















































式 中 eri kw 和 (1) 依次 称 为 等 效 质量 .等 效 阻尼 系数 ,等 效 刚 度 系数 和 等 效 激 振 力 .- 旨 
上 面 方程 建立 .就 可 用 等 效 量 代替 公式 中 对 应 的 物理 量 , 应 用 已 有 的 理论 进行 分 析 . 现 以 仿 心 
质量 刘 起 的 强 边 振动 为 例 来 说 明 这 一 方法 .飞行 咒 结 构 的 旋转 部 件 ( 如 讽 轮 喷气 发 动机 等 中 
H 咱 于 质 鲁 偏心 而 引起 的 强 追 振动 就 属于 此 类 问题 ,其 典型 分 析 模 型 及 其 基本 要 米 符 外出 峡 训 ~ 
15 所 示 ,iM. 表示 系统 的 质量 ,mx 表示 旋转 部 分 的 偏心 质量 ,e 为 偏心 跟 , 当 转达 为 Nir mmy 时， 











俩 心 质量 六 就 以 五 一 各 (1/s) 作 等 速 图 周 运动 ,产生 离心 惯性 力 
Fy = mew: 
让 的 垂直 分 虹 就 是 牌 直 激 振 力 斑 , 克 
Fo= Fsinet > mewisinwt 
以 种 标 工 表示 系统 离开 静 半 衡 位 置 的 位 移 , 则 用 牛顿 运动 定律 臣 可 得 系统 的 运 琐 方程 
cz oh Rr ee2sinet 1 


将 :2 -46) 蒜 (2-33) 式 对 比 , 可 今 


3 a 
r b= ME 


其 当量 系统 如 图 2-17 所 未 。 它 与 图 2-12 相 同 , 故 可 利用 (2-39》、(2 -40) 式 , 将 式 中 下 换 成 
Pa ,于 是 














--， 1 
振幅 不 一 ?Et 
* w Ti — PB) + CEPY (2 17) 
> 288 | - 
相信 差 $= arctan 1 到 | 
FOUy 
F = mewtsinae 
Er 
皮 
TT 
图 2-17 图 2-18 
例 2-4 


图 2-18 表 示 计 算 书 行 器 内 部 设备 受到 激励 力作 用 的 响应 时 所 用 模型 之 - - ,车 
激励 力 玉 二 34sin15t N ,初始 条 件 为 z(0) 一 0,x(0) 一 100 mmys ,设备 质量 mm 二 20 kg, 一 


8 000 N/m 二 130 N，s/m,. 求 该 设备 的 响应 历程 。 
解 ”在 简 谐 激励 下 的 响应 可 利用 (2 - 43) 式 计算 ,为 此 应 先 算出 以 下 参量 


和 
_ 到 8000 
二 2 一 A -2 一 20 (tad ys) 
c 130 





Tam S20 a0™ 001625 
w= 


= 19.7 {rad/s) 


由 (2 25) 式 知 钥 态 喧 应 为 


T= Ae sin(wst + PW = Ae gint19. 7t + 9) 
由 (2 - 12) 式 知 稳 态 响应 为 
Tx» 一 Xsin(wt — #$) 一 
: 0. 003 sin{15t 一 $) 一 
v{] — 0.75) + (2 x0.1605 x 0.75) 
0. 006sinCl5zt — $) (m) 








$= arctan 





8 2 X01625 xX 0.75 
1 一 房 一 arctan 10. 75 = 29.1 








帮 总 响 庶 历程 为 
Sn 人 9 二 网 十 和 0sinf 玉 一 29.1) mn) 
应 用 闭 始 条 件 定 4,9 由 已 知 条 件 得 
TO 一 sim 十 6.0sin5 一 29.1) 一 站 
rt0) = 一 3.25sin 庆 十 19. 7CosH)] 十 





6.0 < lcos(— 23.1°) = 100 6. Osin (Ide 一 29.1°) 
牙 立 上 面 两 式 解 得 6 
也 一 3.31 mm E 4 
E 2 
P= 61.8 尺 ob 
故 总 的 响应 历程 为 拉 一 2 时 间 As 
r= 3,3e ein 7 61.8)+ —4 YY 





6. Osin(15t 一 29. 19) (mm) 109 7 5]. 8 
其 响应 曲线 如 图 2-19 所 示 。 显 然 , 过 一 定时 间 
后 称 态 响应 即 为 总 运动 ， 图 2 19 
2. 任意 周期 办 前 响 应 
根据 具 加 原理 和 前 面 对 各 种 简 谐 分 量 激 励 的 分 析 结 果 , 在 不 考虑 甩 态 响应 的 情况 下, 总 响 
庶 可 表示 戈 
OBAGE 一 包 )》 十 boSin Ce 一 下】 








de 
汪汪 让 “I ; 六 
"=! RN Oo— BD): tH (C258.) 
1 Pp _、 3285， 
式 虽 月 > 可 $$ 一 arctan 了 一 
二 、 基础 激励 响应 


漳 体 振动 激 起 的 内 部 设备 振动 ,导弹 运输 中 路 面 不 平 产 生 的 弹 体 据 动 ,飞机 滑 跟 时 跑道 趟 
平 引起 的 飞机 振动 等 等 ,都 可 以 看 成 是 由 于 系统 的 基础 (支承 点 ) 和 运动 而 引起 的 系统 氛 动 ,其 
典型 分 析 措 型 如 图 2 - 20 所 示 ,我们 仍然 从 支取 点 的 简 谐 运动 情况 开始 ,然后 解决 周 财 性 支队 
点 运动 问题 .在 这 类 情况 下 ,弹性 件 与 阻尼 件 两 端 同时 有 运动 , 任 -- 瞬 时 产生 的 弹性 恢复 力 为 
8 一 .44) ,阻尼 力 为 x 一) 由 咎 园 运 动 定 律 可 导出 此 系统 的 运动 方程 为 ， 

mi (ro) cr i) 

即 mt 十 cx 二 Rr 一 kX, 十 CI 1 
显然 F(t) 一 kz, + 5， 
相册, 基础 激励 仍然 可 以 遂 过 导出 等 效 量 的 办 法 来 研究 。 其 当量 系统 如 图 ?3-21 所 *， 忆 用 已 有 
的 结论 分 析 此 当量 系统 , 即 可 解决 此 类 问题 。 

1. 支承 点 作 简 谐振 动 

设 支 辽 点 运动 位 称 I, = Oe” 

系统 运动 位 移 T= Re = We'™ 圾 i 
外 为 复 振 凯 ,将 + 与 xx, 的 表达 式 代入 (2 -48) 式 得 

(是 一 pow: + em) Re™w = {icw 十 天 Joe 





从 癌 得 复 振幅 


k++ icw 
Em) 十 ico 

















而 区 = Xe 人 为 相位 养 ) 
则 振幅 
ew / 1 4 CEB): 
X= a 一 me )? 十 Ci a (1 一 BY)? 十 (258): (2— 530) 


F, = 1+ er 








ef 一世 
图 2-20 图 2-21 
本 | pt 
相位 差 #$ 二 arctan 2 一 一 arctan 他 = arctan Eh Ce 
_ 2 本 
则 $= arctan + CEA (2—51) 
而 放 太 系数 
Ta 
XX 1 + (2€8) _ 
2 一 “一 Nn ~ BP): + (288)° 2 


其 幅 频 曲线 与 相位 频率 曲线 见 图 2 一 22。 它 们 有 如 下 性 质 ， 
(1) 当 记 二 YY2 时 ;DD 一 1; 而 且 与 无关。 


(2) 当月 一 1 时 
万 一 + $= arc tan 工 (2 ~ 53) 
452 7 28 


fo 0.05 0.100.15 0.25 
uu 











13) 当 训 0 有 时 .一 :而 当 B2 一 20 时 ,$8 王 590° 如果 支承 点 的 运动 是 以 如 让 或 吉 速 度 来 
下 沁 : 设 








二 一 和 in 
研 , 工 | 一 Csinart 
测 莫 这 同样 的 分 析 . 可 得 到 啤 应 的 振幅 
vb | lt (88y 
<- 地 A 7 1 一 部) 十 (2 有 3 


本 ef lt 
了 ~ oN Oo— AR) COQEBY: 
2， 支 了 永 点 必 周 期 手动 
当 支 重点 作 局 期 性 运动 时 ,我们 采用 与 处 理 周 期 性 激励 力 相 同 的 方法 .步骤 .将 此 周期 运 


动 分 解 成 一 系列 简 谐 运动 的 登 加 . 故 设 ， 
Tt) 一 之 Cosnil + bsinnwet) 


分 癌 求 出 其 中 各 项 的 响应 ,然后 硅 加 可 得 总 的 响应 为 











| 1 (268,): _ | 
zt 一 so | es 
> Yi 二 坟 ye coOs Cut 一 起》 十 bsintnwt 一 1 54 
1 一 
所 由 一 arr tan 了 a 3 及 = 后 


例 2-5 飞机 在 中间 上 际 奖 汝 行 ;前 郑 省 ， 后 轮 虹 空 滑行 和 前 轮 输 有 上 下 运动 ( 习 2- 
Ly), 
了 一 Ysinwe 
蕊 滞 长 机 的 质量 为 对 一 2940kg( 不 计 起 落架 质 基 ) ,起 落 茶 的 弹簧 刚 度 坟 一 2915Nm, 帖 性 
踊 忆 系数 ,一 58805，Nym。 若 滑行 中 心 王 30 radA 和 sz = ]0 cm,; 求 机 身上 下 运动 的 幅度 ， 








解 ”系统 的 分 析 模 型 如 图 2-23tb) 所 示 。 








一 
上 294 X 10 
和 /到 do 一 19 rad/s 
_30_ 
pi0=3 














一 
人 一 rp = 人 0.1 
由 (2 50) 式 可 得 振幅 
{1 088) J 1 二 4X0PX3 
7 一 位 二 (10M 一 于 六 一 1 tem) 
则 机 对 上 于 运动 的 幅度 为 
2y 一 2. 91 cm 
三 、 也 振 原 理 


日 烈 振 狐 不 但 会 给 飞行 器 结构 本 身 带 来 不 和 影响 ,而 且 会 造成 周 轩 仪器 不 能 正常 工作 .为 
减 小 振 源 的 干扰 方 ,通常 在 扳 源 周 园 设 置 适当 的 弹 筑 与 蛆 尼 元 件 ( 合 称 减 震 器 ) ,这 就 是 陋 短 问 
题 .如 果 于 扰 力 作用 在 隔 振 对 象 上 ,或 者 是 同 振 对 象 自己 发 出 的 , 则 吨 振 是 为 了 减 小 于 扰 力 对 
基础 的 作用 , 称 为 第 一 类 隅 振 ,或 称 " 隔 力 ”( 图 2 - 24) .第 二 类 了 关 振 问题 是 干扰 力作 用 在 基础 
上 , 陋 振 是 为 了 减 小 基础 振动 对 卫 振 对 象 的 作用, 也 可 称 * 隔 幅 ”( 图 2-25) ,对 于 第 - -类 隔 振 澡 





题 , 设 皖 源 产生 的 于 杭 力 Ftt) 为 简 谐 力 , 用 复数 表示 
F(t) 一 Fe™ 





没 基础 的 变形 忽略 不 计 , 则 系统 的 运动 方程 为 
mt 二 Cz 十 Tt 二 Fe 
式 巾 六 为 干扰 力 的 复 振幅 ,此 时 通过 减 霸占 传递 到 基础 上 的 力 Fi 为 














Fy 一 呈 工 十 ez 
设 其 稳 态 解 zi) 二 Xe“, 由 (374) 式 可 知 复 振幅 
F 
X 一 和 
故 Fi = + icm) Re i Fe 
证 一 mor 十 Lew 
即 Fr kicw 
F Rmw 十 icw 


传递 力 Fy 的 幅 什 与 干扰 力 下 的 幅 值 之 比 定义 为 待 递 率 了 RR, 即 














rR lr / ?| (ca) /1 二 0248): 


四 
- 28 — 





交 (2 55) 式 同 (2-52) 式 相 比 可 以 看 出 .传递 率 与 基础 位 称 激 励 的 放大 系数 表达 忒 相同 :所 
忆 .将 图 2 22 的 幅 频 响 应 曲线 纵 坐 标 卫 改 为 了 及 ,就 成 为 传递 率 随 频率 变化 的 特 片 曲线 .出 此 
曲线 可 大 出 以 下 特征 ，; 

{]) 不 论 阻 足 大 小 ,只 有 当 有 > v2 时 才 有 隔 振 效果 ,而 且 , 弹 和 舞 阻 尼 减 震 器 任 低 频 区 问 
{相对 于 系统 固有 频率 而 育 ) 对 隔 振 不 但 无 利 反 而 有 害 。 

(2) > vw 2 届 后 , 随 车 频率 比 增 加 ,T 玉 趋向 于 零 。 但 在 六 > 5 以 后 ,7 及 曲线 儿 平 水 平 : 
即使 采用 更 好 的 弹 繁 阻 尼 减 震 器 , 隔 振 效果 也 提高 有 限 ,实用 上 常 取 户 值 在 2.5 ~- 35 之 间 已 
足够 。 

(3) 当 户 这 w 2 时 ,TR 哺 二 的 增 大 而 提高 ,故此 时 育 旭 增 大 阻尼 反 市 对 隔 振 不 利 。 

对 第 二 类 遍 振 问题 来 说 ,其 特点 是 通过 减 震 器 来 减 小 基础 位 移 激 励 x. 传 给 隔 振 对 象 . 质 
昌 件 天) 的 振动 幅 值 .显然 ,这 与 基础 位 移 激 励 情况 完全 相同 . 隔 振 对 和 象 在 确 振 后 的 振幅 半 1 
臣 钼 作 支 重 运动 的 振幅 “之 比 定义 为 位 移 的 传递 率 了 万 ,出 (2 -52) 式 知 ; 


xX | 1+ (C28) ,2 6) 
a NR) + (288)? 
比较 一 下 (2 55) 式 与 人 2~56) 式 ;可知 T&R 二 TD ,因此 ,防止 基础 振动 的 位 徐 传 到 陋 振 对 
象 上 去 的 问题 和 防止 作用 在 隔 振 对 象 上 的 于 扰 力 传 到 基础 上 去 的 同 题 , 二 者 特性 完全 相 喇 
为 了 更 直接 地 说 明 隔 振 效 果 , 通 常用 风 振 效率 来 表示 ,并 定义 
E= (1 — TR) x 100% 
a= (1— TD) x Loo | 
它 卖 示 隐 振 装 置 所 隔离 掉 的 振动 的 百分率 。 
例 2-6 飞行 器 内 某 精 密 设 备用 对 称 分 布 的 4 个 撞 繁 (每 边 两 个 并 联 ) 作 随 白人 到 ? 


- 2 。 并 司 定 在 仪器 稻 壳 体 上 ,已 知 该 设备 支承 点 的 
位 移 按 x, 一 12sin25xt[pm] 作 垂直 振动 .设备 质量 x 中 
一 kg, 每 个 弹 答 的 刚 麻 为 有 一 19.6 Nem, 和 忽略 阻尼 


影响 , 求 隔 振 效率 与 设备 振幅 。 i 














TD= 


























| . _ 
下 :dXI96XI0 . , 
A == 所 1 一 i 一 8 - = $1.3 (trad 2 
设备 支 戎 点 的 振动 频率 x, = 12sin25m 
w= 257= 78.54rad/s 
辕 ?2 
则 和 孝 率 比 
85 
B= 一 2512> v2 
因 吕 上 辐 阻 尼 ,# = 二 0, 由 (2- 356) 式 得 传递 率 
. i /1 
To .187 
I NUTo dy ”0187 
本 了 痪 振 装 置 移 隔 振 效 率 


£ oe= (1 0.187) X 100% 一 81.3% 
设 苦 的 振幅 由 (2 -56) 式 求 得 ， 





X=aTD=12 X0187= 2.24 Hm 


§ 2.5 ”任意 激励 的 强迫 振动 


在 实际 工程 中 ,激励 往往 是 任意 的 确定 的 时 间 岗 数 ( 包 括 作 用 时 间 极 短 的 冲击 作用 ;), 此 
时 .系统 的 振动 可 理解 为 一 系列 发 自 不 同时 刻 的 通 态 振动 的 总 和 . 激 振 停止 后 ,系统 按 固 有 频 
率 继 续 作 自由 振动 .系统 在 任意 激励 下 的 振动 状态 (包括 激励 停止 后 的 自由 振动 ) 称 为 任意 诉 
矶 的 响应 . 

求 任意 激励 的 响应 有 数 种 方法 可 供 选 择 。 其 共同 的 前 提 条 件 是 ,系统 必须 是 线性 的 微 振 
动 ,而 且 激 场 函 数 是 确定 的 .本 节 只 介绍 榴 积 积分 法 和 拉 普 拉 斯 变换 法 。 


一 、 槐 积 积 分 法 


此 法 的 基本 起 想 是 ,把 图 2- 27 所 示 的 任意 激励 看 成 是 无 数 的 脉冲 (阴影 部 分 所 示 ) 连续 
作用 . 报 据 生 加 原 班 ,分 别 求 出 系统 对 每 一 个 脉冲 的 响应 ,然后 将 它们 颂 加 起 来 ,就 得 到 所 求 的 
总 响应 . 即 用 一 个 脉冲 序列 业 代 赫 任 意 激励 。 

1. 单位 冲击 作用 下 的 响应 

首先 研究 零 初 始 条 件 下 单位 冲击 的 响 度 .单位 冲击 是 一 种 具有 特殊 画 数 图 象 的 激励 .此 图 
象 具有 零 宽度 .单位 面积 和 无 穷 大 的 高 度 。 此 激励 函数 也 书画 数 . 当 单 位 冲击 发 生存 上 一 站 时 
刻 时 ,3 函数 的 数学 表达 式 为 . 


Bf) 二 0,( 当 t 去 时 ) 
| ‘2 -58) 


| 0d =1 


当 单位 冲击 发 生 在 上 一 时 ,函数 的 数学 表达 式 为 
dG 一 T= 0,( 当 i 关 二 


「 S(t 一 td 一 
图 2. 28 表示 了 这 两 种 单位 冲击 ， 


Ftr) 





Ply 


$1) jit - rT) 











单位 冲击 下 系统 的 振动 微分 方程 为 


mz er Rr = H(i) Co 6) 
击 前 系统 是 静止 的 , 故 





讨 


Ea] 
| 


0 一 TO ) 一 站 12- 061) 

由 于 tt 作用 于 1 二 0 腾 时 ,t 沁 07 时 为 自由 振动 ; 故 可 将 1 = 二 0 时 输入 11 看 成 是 该 自 

由 振动 的 初始 条 件 . 只 要 定 出 初始 条 件 , 代 人 自由 振动 解 , 即 可 得 到 所 求 的 响应 。 为 确定 上 = 07 
时 的 初 闻 条件, 可 对 (2 -60) 式 进 行 两 次 积分 ,于 是 得 


+ + + 
m[ztot) — zt0 + aa 十 J dra = 人 sc?ard: (6621) 
在 必 六 


因为 x 为 有 界 量 ;而 07 到 0 积分 区 间 为 无 穷 小 ,所 以 二 式 工 的 积分 项 应 为 零 ,再 考虑 (2 58) 
式 . 则 (2 -624) 式 应 为 


mrf0r+) — zt0T) +0tro=0 ‘628) 
在 0 技 !1 委 0+ 区 间 对 (2-60) 式 积 分 一 次 得 
到 [0+y 一 二 0- 门 十 0 十 0 一 1 (2 63) 
将 (2-61) 代 人 (2-628). (2-63)， 可 得 :一 0+ 的 初始 条 件 
Of+) 一 0， 2(0+) 一 六 (2 94) 


布 52 -60) 式 的 齐 次 方程 (代表 自由 振动 ) 的 解 为 
T= Me isintowat + 


将 :一 0! 的 初始 条 件 [(2 - 64) 式 ] 代入 上 式 , 即 得 到 单位 冲击 蚁 应 (4) 





nt) = 二 Msinwyt ( 当 1 半 0 时 ) (2 651) 
车 单位 冲击 必用 于 t= 二 f+ 了 时, 则 在 1 半 f 和 tz 之 ?时 的 用 应 分 别 为 
(fr) = Rie sinwt — rf) (fr 时 ) | pp) 
AC — t+) 二 0 (之 ft} 


(1) 误 太 (t+ 一 均 表 示 间 位 冲击 响应 , 称 为 系统 的 冲击 网 应 函数 。 

2， 任意 激励 的 响应 

设 在 时 间 z 有 一 子 冲 击 ( 图 2-27), 并 且 将 子 冲 击 面 积 定义 为 子 冲击 强度 . 则 人 时 间 z 的 子 
冲击 蚂 度 为 Friar。 由 于 Ar 很 小 ,可 以 认为 在 与 该 区 间 的 单位 冲击 响应 相同 , 故 谅 子 冲击 的 
响应 为 

















Firdrh( 一 T) 
根据 要 加 原理 ,假设 任意 激励 的 作用 区 间 为 上 到 六 则 任意 激励 的 响应 为 


X(t) = | Fa — Tdr (2 - 66) 
和 
将 :2-658B) 式 代 入 上 式 , 则 
Zl) = 1 FOr)e-t dsinw 人 一 Tdr (2 -HT} 
Ht 


(2 66)、(2 ~ 67) 式 就 称 为 袜 积 积分 或 村 啥 美 积分 。 
车 忽略 阻尼 ,二 0 一 内, 则 上 式 变 成 


1 了 
人 一 二 | Fsine,C — rdr rn- BY 


- 31 -- 


若 系 统 不 是 零 初 始 条 件 , 设 (0) == xzozt0) == zs, 则 应 要 加 上 有 阻尼 自由 振动 解 .其 全 解 
为 
Xx) = ett rcostwyt 十 roinwg) 十 | reac — ridr (2 69} 
J 


如 果 系 统 是 在 支承 运动 下 振动 ,该 支承 运动 位 移 xetr) 是 可 微 的 任意 时 间 丽 数 , 则 此 时 相 
当 于 系统 上 作用 了 两 个 激 振 力 &x, 与 cx,; 其 运动 微分 方程 为 
mt 十 CT 十 让 YT 一 二 十 cr， 
根据 线性 得 加 原理 ,应 用 杜 哈 美 积分 可 得 系统 的 响应 


此 
工作 )】 一 i (RT, CITE sinw(t — rydr 一 
do 
le 。 : 
-| Cowix; 十 Dé Tr engintwa tt — tr)dr i2- 770) 
Ja 


当 吉 承运 动 是 用 加 速度 的 任意 函数 ztr) 描述 时 ,这 时 引 人 相 对 位 移 比 较 方 便 . 以 1 一 
一 ;表示 质量 mw 的 相对 位 移 , 由 图 2 - 29, 运 用 牛顿 运动 定律 知 运 动 方程 为 





mz —— kl(z— 7) 一 cz 一 荆 ) 
因为 y 二 7 一 工 | 
故 光一 工 一 二 工 一 了 十 元 
运动 方程 本 改写 成 
my 十 ey + ky =— mz 


由 上 式 可 以 看 出 ,只 车 把 { 一 mz,) 作为 激励 力 , 按 任 意 激励 情况 处 理 即 可 。 由 杜 哈 美 积分 表达 
式 知 相对 位 移 


-一 1 | ~ —Fw 人 一 说 — 
了 三 未 加 《一 I )e Stihw,y{t — Tydr = 
1 
一 -| Te 名 cosinasy tt — rdr 12 71) 
的 


绝对 位 移 则 为 


T= y+ 






T Arn) C(t) 








例 2-7 导弹 头 部 装 有 带 减 需 装 置 的 仪器 组 件 ( 图 2-30), 当 垂直 点 火 发 射 时 ,底板 具有 
随时 间 直 线 增加 的 加 速度 :4 二 如 ,5 是 常数 , 若 仪 器 组 件 质 量 为 二 , 求 发 射 时 仪器 组 件 相 对 于 底 
板 的 位 移 和 它 的 绝对 加 速度 (忽略 阻尼 ) 。 

解 设 仪 器 相对 于 底板 的 位 移 为 y, 即 

二 一 二 YY 十 并 


由 (2 -?1) 式 ,并 考虑 上 一 0 引得 
pre -te ‘Dsttt 一 dr 一 





pr , 
一 一 | rsine(t 一 Tidr 一 
人 


p 


一 —(t 一 sinwe) 
to {0 


相对 加 速度 为 


v 二 一 sine 1 
二 iw 四 


位 器 组 件 的 加 速度 为 
TO) = YE EO) = jsimet) . 


二 . 拉 普 拉 斯 变换 法 

从 上 述 各 节 计 论 的 结果 可 以 看 出 , 单 自由 上 度 线 性 系统 振动 的 运动 方程 为 并 阶 常 微分 方程 ; 
中 工程 数学 知道 ,此 方程 可 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求 得 一 和 完全 解 , 关 于 该 方法 的 数学 概念 ,读者 
可 参考 有 关 的 数学 专著 ,这 里 具 是 用 它 来 解决 任意 激励 的 响应 问题 ， 

在 任意 激励 下 . 单 自 由 短 粘 性 阻尼 线性 系统 的 运动 方程 为 

mz 二 cr R= FO) 

车 初始 条 件 为 >(0) 一 工 ,7(0) 一 了， 对 运动 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ,上 昌 邻 1 一 

7 tt] 可 得 











Nr) Oo sO — E007] ~ clsxts) — x0)] Ft kit = Fi 
由 上 趟 解 册 zt5) 
一 Fs) CS rs in 
TES) = -~— i 
PS 一 二 Ds | 是 
了 3 1 A 交 | 
* 2 的 


局 中 复 变 基 5 二 a+ iavw 表示 图 频率 . 实 蛮 量 = 是 s 的 实 部 .是 然 .通过 这 :变换 .此 们 将 自 灾 
基 由 时 间 域 转变 到 频率 域 ,(2 -72) 起 中 右边 第 一 项 为 强迫 振动 解 , 第 二 项 表示 出 惫 姐 条 件 黎 
定 的 瞬 态 解 .如 果 和 柔 统 有 零 初 始 条 件 , 刚 























了 -- ll. ~ rr 一- 下 了 了。 | EE Ty 

rT(s) mar pes als) = HI)Fs) i 
式 中 Hi = 1 i 1 
- . ms 4 Dé + a) ts) 一 


5143) 称 为 系统 的 传递 函数 。 若 用 方 杠 图 来 表示 (2 .73) 则 如 图 2- 0] 本 下 ， 妆 说 时 .传递 削 
歼 就 是 输 人 与 输出 的 拉 普 拉 斯 变换 的 比值 。 








将 屏 - 全 4) 式 进行 拉 辣 拉 斯 变换 后 与 (2-74) 式 Ft) Hiy | zc) 
进行 比较 .可 以 发 现 ,传递 活 数 与 单位 冲击 响应 肖 数 有 
如 下 关系 图 2 3 


人] = 2 Re) 


) (2—75) 
HO)= Lh 1 


若 设 :二 iw, 将 它 代 人 右 (5), 风 得 到 吾 (iw) 或 吾 (w) ,并 称 之 为 频率 响应 函数 . 它 描绘 了 系 
统 的 频率 特性 .由 (2 -?3) 式 可 以 春 出 ,如 果 系 统 的 传递 疯 数 及 (5) 为 已 知 , 则 将 它 与 任意 输入 
的 拉 普 拉 斯 变换 下 ks) 相 乘 ,就 可 以 求 得 ts), 对 (3) 作 控 普 拉 斯 逆 变 换 , 可 得 到 系统 的 响应 
了 (#5) 即 
ztt) 一 工 -![ 闷 0 
拉 普 拉 斯 变换 法 的 优点 是 :为 运动 方程 求解 提供 了 一 种 规格 化 解法 , 它 将 运算 由 时 间 上 上 域 
转变 到 ; 域 或 疾 率 域 ; 使 振动 油分 方程 运算 变 成 代数 运算 ;经 拉 善 拉 斯 变换 的 方程 自然 地 食 有 
初始 条 件 , 故 可 求 得 含有 初始 条 件 的 非 齐 光 方 程 的 解 ; 尤 其 是 能 与 现代 测试 技术 结合 起 来 , 显 
示 其 求解 的 优越 性 。 
例 2-8 对 单 自由 度 线性 系统 (如 图 2 -32 所 示 ), 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求 具有 零 初 始 条 件 
的 阶 路 力 ,的 响应 。 
解 这 种 阶 路 力 Fo 可 用 单位 阶 肾 函数 
en = 0 <0) 
1 0) 
表示 为 Fou(t)。 因 此 运动 方程 为 
mri cr kr Fault) 


三 2 + 26o 十 oz = nl) (2 76) 





因为 x(0) 一 0, 一 0, 对 (2-76) 或 两 边 进 行 拉 普 拉 斯 变换 ;由 [ou(z)] = 人 ,考虑 (2- 


73) 式 可 得 

1 Fo 
mt{s’ 十 2éans 二 mi) s 
zs) _ 1 1 
Fo mls: 二 Déws + wi) 5 


2{(3) = HOF(G) 一 











则 
按 部 分 分 式 展 开 后 可 得 


Ts) 去 人 5 十 和 6 1 
Fo ls (s+ a) + will ~ 2) TE ly! 





再 对 上 式 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 得 


2 一 去 (1 — ei(cosgw, v1 — Ft 
站 





Fan Y] 一 Ft) | = ACL) (2 -77) 


所 (7) 表示 单位 阶 胜 输入 的 响应 , 称 为 单位 阶 肚 响应 函数 ,由 (2-77) 式 即 可 导出 阶 跃 力 F 的 
响应 





_ F, _ ] 一 各 让 一 | Dy 
z(t) = FAlt) 一 1 T° cos(auyt 一 $) [2— 78) 


式 中 $= arccot 





用 无 量 纲 形式 表示 ,此 响应 曲线 如 图 2 一 33 所 示 。 























82.6 上 阻尼 理论 


前 通 竟 讨论 大 是 以 粘性 阻尼 为 前 提 的 ,实际 工程 隔 题 中 则 不 一 定 如 此 .各 种 京 际 结构 的 阻 
已 力 及 其 天 和 车 的 机 理 是 复 半 的 .一般 说 来 ,阻尼 基本 土 可 分 为 三 种 不 同类 型 , 即 粘性 阻 才 、 材 料 
上 部 中 尼 ( 结 枸 骨 民 ) 和 库仑 (Coulompy) 记 凶 阻尼 。 对 这 些 阻 中 的 处 理 目 前 基本 和 有 两 种 理 
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必 的 功 为 下,A4, 而 
Fy, = pFy 
式 中 上 一 一 干 摩 氛 系 数 ; 
Fy 正 压 力 或 法 向 力 。 
故 在 整个 周期 内 应 熔 力 作 的 总 功 为 





WW, = 4pF yA 
将 上 式 代 人 (2 一 79) 武 得 
TO 人 nwA 
则 在 和 莘庄 激励 Ptt) = Fosinet 作用 下 运动 方程 为 


dgF 
mw 


Cu = 


mm 并 十 二 kr = Fosinet 





其 稳 态 响应 振幅 由 {2-37?7B) 式 知 


和 一 避 


VE — Wm)? 十 《Ga 
将 (2 -80) 式 代 大 (2-81) 式 , 可 导出 此 情况 的 动力 放大 系数 


p= RK 站 — (CapFw/nFo) 
Foik 《1 一 py) 











因为 X 星 实 数 , 所 以 上 式 只 有 在 (4pFy/rF) 之 1 的 情况 下 才 正 确 。 


2. 结构 阻尼 





2 80) 


由 物质 内 部 分 子 癌 的 麻 控 产生 的 阻尼 称 为 结构 阻尼 或 材料 咀 尼 .大 基 实 验证 明 , 对 于 大 多 


数 结构 金属 (如 钢 和 名), 其 结构 阻尼 在 一 个 周期 内 所 消耗 的 能 县 与 振幅 平方 成 正比 ,而 在 很 大 


的 频率 范围 内 与 频率 无 美 。 故 WV, 可 表达 为 
W. = rAd? 
式 中 6 常数 。 
由 ‘2 -79) 式 知 
QA? oe 


nwa? 而 中 





Cra 
用 ca 取代 <. 则 在 简 谐 激励 下 其 有 结构 阻尼 的 系统 的 运动 方程 为 


。 a ， 一 
MTT FSinwt 
Ney 


二 、 复 阻尼 理论 


令 h 二 二, 则 上 式 (2 - 84) 的 复数 形式 为 
mi hr t+ kr = Poe™ 
得 mr 二 kl 二 iW = Foe™ 


式 中 7 一 损失 系数 或 结构 阻尼 因子 , 且 。 ?一 于 


7 可 由 实验 测定 ,不 同 烤 料 的 ? 值 相差 很 大 :金属 的 ?= 10 “~ 10 ,橡胶 、 


一 33 一 


{2 — 85) 


(2 — 80) 


高 分 子 聚合 特 的 ?一 





5”~-2.0, 高 的 可 达 5.0。 
&Cf 上 13) 圳 做 复 刚 度 , 以 大 表 下 .2-85) 式 可 写成 
了 了 十 虑 江 一 Fe™ 
j 式 相 当 于 把 原 有 阻尼 的 弹 自 质 量 系 统 简 化 为 等 效 的 无 阻尼 弹 锣 质 荆 系 统 .不 这 缮 秽 刚 厦 为 
复 量 , 这 样 ,考虑 非 粘 性 阻尼 时 ,只 需要 刚度 项 乘 41 -| i ,就 可 以 按 无 卫 尼 系统 处 碧 但 前 提亲 
件 是 :在 简 谐 运动 情 总 下 这 个 方法 才 是 正确 的 .这 个 方法 显然 也 可 用 来 处 理 库仑 摩 栋 阳 中 
情况 ， 





可 题 


2 -1 以 弹 父 悬挂 的 物体 ,使 弹 竹 有 静 伸 妨 。 设 将 物体 身 下 拉 , 亿 注入 术 池 帅 攻 36. 答 
护 以 初速 度 ze 向 上 运动 , 求 此 后 物体 的 振动 方程 。 


_ 2 Vg 
VE pl: PF arctan A 


2 2 以 弹 渴 悬挂 的 物体 ,质量 为 rx, 自由 拓 动 的 周期 为 了 , 设 首 牧 称 ww ， 守 7 .~ 时 量 
zs* 则 弹 得 的 静 伸 长 增加 2z. 求 尘 地 的 重力 加 速度 


_ rmt 


营 : 8 = pd 

2-3 物体 的 质量 加 二 3,3 上 gs, 在 绕 水 平 籼 们 摆动 时 (图 2-3), 诗 斯 为 全- .JS 过 市 
所 心 才 至 转 井 局 的 焉 离 为 妈 一 7.9cm, 求 物体 允 于 水 乎 辐 口 与 水 平 闽 14 的 夸 识 属 景 了 总 了 

答 ， 一 1320.7 kg em 一 1121.0Kg :cm: 

2-4 衰减 振动 的 振幅 ,在 振动 10 次 的 过 程 中 ,由 二 3.0cm 缩 必 和 和 7 cm. 求 
站 数 锯 减 率 依 ， 

餐 : 8 = ,391] 

2-5 上 质量 为 wi 的 物质 , 挂 在 弹 沉 下 端 , 严 生 骨 促 长 总 ,在 上 下 适 芝 有 具 所 并 半 了 ， 与 速 
明成 正比 , 世 保 证 物体 不 发 生 报 动 , 求 阻 已 系数 c 的 最 低 值 。 


i | 
:二 os 
等 : 工 A Be | 


车 ; (24 ~ 

2-6 挂 在 弹药 下 端的 牺 体 ,质量 为 5. 88 Kg ,进行 上 下 据 动 ,在 无 阻 思 本- 戎 风 全 一 
ds 在 有 与 速度 + 成 正比 的 阻 吡 cr 时 ,周期 为 了 ,一 由 5xs- 设 在 无 将 运动 剖 . 咎 舞 在 表 平 
入 位 置 下 而 二 cm 速度 为 雪 . 求 阻尼 因子 过 及 此 后 的 运动 规律 。 

敬 ， = 二 0.6. 7 二 5e Ysintdf 二 + cm, tang = 二 


2- 7? 挂 在 弹 秽 下 端 物体 的 质量 为 0.49 kg，, 弹 鼻 系 数 为 1.96 Ncm, 求 在 钊 秋 于 控 方 扩 
-2.3singnrr N 作用 下 强迫 扰动 的 规律 ， 

营 : 二 一 2, Qsin8nt em 

2-8 某 部 件 在 液体 中 氮 动 ,抗力 严 一 50sinwt N, 在 周期 六 一 0.20G +， 也 发 让 江 花 ,下 凯 为 
U50 cm, 求 阳 尼 和 系数， 

营 ， 一 3,.18N*，s/em 

2-9 一 个 阶 于 弹簧 上 的 物体 ,承受 干扰 办 下 ,cosax ,该 物体 在 地 百 直 少 吉 .如 匠 吉 灾 的 





摩擦 也 力 为 只, 斌 吏 定 稳 态 绰 迫 搬 动 的 振幅 { 见 习题 2-9 图 )。 
矢 ; 和 AvP CGR/m/(k — mo:) 
2-10 利 骨 力 的 准 加 原理 , 求 弹 竹 质 量 系 统 对 图 (习题 2-10 图 ) 力 图 数 的 咬 应 .条 统 初 如 


时 处 于 静 正 。 
鞭 ， 了 一 Sid 一 COStwt) (0 二) 





了 一 fcosw, tt 一 下 ) 一 cosew | 一 和 er 一 COs 入 一 上 个 有 二 


包 Q 、 - - 
7 一 cos 一 让) 一 coswt | 一 cosw, Ct i COSA ot 
[0 
& 
t: 
一 i 








- 总 : 





习题 2-…9 图 于 题 ?2 -to 图 


2 于 抗力 接线 性 关 业 到 渐 增 加 ,然后 突然 停止 ,如 图 (习题 2-11 团 》 所 示 , 斌 确定 总 
衣 宙 度 有 阻尼 系统 的 响应 洗 数 。 














一 3 Ei . 2 
答 : 了 一 多 | | 二 :eineot suucoswu |— 从 | 中 和 ft) 
He 本 'm “ 
Tt ew — ta . 2 
一 天 这 | Sinwaf 一 2é0w,cOswdat | 一 2 |- 
名; | St go ， ， 1 
对 一 ef[ecosas 人 tt 一石 ) 十 sinwsif 一 三 ?下 一 
得 一 自负 下 To 人 中 
，- 一 上 .1 一 - 一 -一 -二 一 
| 5 | 下 Si 人 一 起 ) — Zéw,c0sw, (tt — | 
人 
2 12 设 支 瘦 位 移 为 侨 坡 冰 数 一 vit 即 以 身 束 屎 作 直线 平 动 ), 求 单 自由 度 有 有 限 尼 报 吉 
系统 的 响应 。 


答 : 二 | 一 Ssinoa 

2 -13 飞机 仪表 板 连 同 仪表 共 重 196 N ,四 和 者 
有 一 个 向 皮 垫 块 ,每 块 的 弹 壮 系数 为 19.6 N/mm。 试 
估计 在 发 动机 转速 为 3060 r/min 与 6000rAmin 情况 
下 , 丘 动 传递 到 仪表 的 百分比 ;有限 尼 冲 以 不计。 

葵 ， 了 工 ,1 

”247100 

2 -14 用 粒 莹 拉 斯 变 搞 法 求 一 弹簧 质 重 系统 在 力 开 (一 Port 作用 下 的 响应 . 忆 . 为 党 


台 ,ptt; 为 单位 阶 路 函数 . 设 上 一 0 时 ,一 区 9 一 2o， 





习题 2-1I 图 


=- 一 名 一 一 








一 of 1 加 Los ， 本 
签 : (5 一 让 3 理 十 + 六 十 如 ”六 十 绝 
< = LZ)T = 
Ba 一 cos@wt) 十 rocoswt 十 Tosinew,t 
上 tn 
约 响应 。 





一 > F, 1 3 十 2é0, 
答 ; zts) 二 wl § 525as 十 二 | 
Xf) = 1 [zs)] = 
2[i — eeswat 十 nw) | 
2-16 一 物体 在 流体 中 以 中 等 速度 运动 ,受到 与 速度 平方 成 正比 的 阻尼 , 当 该 物体 受 扶 


力 Focostwt 作用 时 , 试 确定 此 系统 共振 时 的 振幅 。 

管 ，; 六 一 咎 3rFor8ae ft 次 阻尼 为 Fy = Ax) 

2- 17 飞天 升降 舵 的 控制 片 , 即 图 所 示 , 对 转轴 门 的 转动 惯量 JJ。 是 已 知 的 ,但 抗 氢弹 赞 刚 
度 和 又 数 久 (由 于 操 织 半 系 比较 复杂 ) 很 难 估 计 ,。 国 此 ,控制 片 绕 轴 口 招 扰 的 固有 频率 六 不 能 兴 公 


wR 
二 了 二 尘 二 相 和 \ 他 下 出 ,而 须 用 实验 来 确定 ,将 升降 秀 畴 定 , 通 过 两 个 溢 筑 如 知人 过 抬 和 上 
汉 迫 报 动 .改变 护 频 使 控制 片 发 生 共振, 测定 共产 频率 。 试 导出 计算 因 有 顶 上 /的 作 信 . 强 


移 系 阁 志 ,此 与 距离 了 假定 都 是 已 知 的 。 





j 
葵 : f= sixN 








第 三 章 ”多 自由 度 系统 的 振动 


$33.1 前 言 


在 实际 工程 中 .大 重 的 振动 课题 都 属于 多 于 一 个 自由 度 的 系统 的 振动 问题 .动力 系统 自由 
度 的 数目 ,等 于 摘 述 该 系统 运动 状态 所 必需 的 最 少 独 立 坐 标 数 .= 个 自由 度 的 动力 系统 的 据 
动 , 就 需要 ”个 独立 坐标 来 描述 .这 就 带 来 一 系列 新 的 振动 概念 和 规律 .振动 的 基本 概念 基本 
上] 已 在 前 两 章 介 绍 了 ,本 章 主要 讨论 多 自由 度 系 统 振动 的 特殊 概念 和 规律 ,研究 的 方法 、 步 又 
与 单 日 由 度 情况 上 基 一 样 前 ,由 于 在 多 自由 度 系 统 中 二 自由 度 系 统 最 简单 ,研究 起 来 简单 明了 了 ， 
并 且 在 系统 亡 表 现 出 来 的 振动 特性 上 与 多 自由 度 系 统 没有 本 质 区 别 , 天 此 ,本 章 从 二 自由 度 系 
统 着 手 研究 ,然后 推广 到 多 自由 度 系 统 上 。 


3$3.2 运动 方程 的 建立 


在 研究 单 自 让 诫 系统 时 ,我 们 采用 的 方法 之 一 ,是 用 牛顿 运动 定律 从 动 平 衡 观 点 直接 导出 
运动 方 释 。 在 多 自负 度 系 统 中 ,使 用 此 法 就 需要 对 每 个 质量 件 逐 仿 取 分 离 体 , 分 别 对 它们 进行 
有 时 为 分 析 , 并 旦 还 需要 引 和 一些 未 知 的 约 东 反 力 , 故 很 不 方便 .因此 ,本 章 介 绍 一 种 分 析 力 学 的 
方法 . 亡 从 能 量 观点 并 从 系统 总 体 出 发 ,利用 拉 格 髓 日 方程 来 导出 运动 方程 。 

建 立 运 动 方 释 , 首 先 获 选择 能 完全 描述 系统 运动 状态 的 合适 的 参量 .对 于 复杂 的 动力 系 
统 , 需 要 把 坐标 的 概念 抽象 化 并 加 以 扩充 ,由 采用 广 尽 坐 慰 .所 请 广义 坐标 ,就 是 任何 一 组 足以 
确定 系统 运动 状态 的 独立 参量 .例如 ,在 图 3-1 所 示 
的 系统 中 ,半径 为 a 的 圆 盘 在 它 自 盘 所 在 的 zy 平面 
内 沿 直 线 oz 运动 时 ,如 果 图 盘 与 轨道 之 间 可 以 清 
动 , 可 取 了 7, 与 ?为 广义 坐标 ,自由 度 为 2。 当 休 人 允许 滑 
动 时 ,由 圆 盘 只 能 沿 直线 or 滚动 , 贺 盘 在 忆 点 的 线 
速度 为 零 , 此 时 的 约束 方程 为 

并 一 站 
由 于 此 约束 方程 是 可 以 积分 的 . 故 系统 的 约束 方程 
为 图 3-1 
2 一 0 

为 积分 常数 ,显然 ,系统 只 有 一 个 独立 的 广义 坐标 了 ,自由 度数 为 1 。 

， 出 此 约束 方程 可 以 看 出 ,方程 中 不 显 含 时 间 变 量 t, 这 种 约 东 方程 所 描述 的 约束 称 为 定常 
约束 ,如果 约束 方程 中 显 含 时 间 变 量 1, 但 不 包含 坐标 对 时 间 的 导数 , 则 称 这 类 纺 束 为 完整 约 
束 . 如 业 约 束 反 力 在 点 位 移 上 所 作 元 功 之 和 为 零 ; 则 称 这 类 约束 为 理想 约束 ,下 面 讨论 的 系统 


一 -4 一 








只 限于 具有 完整 约束 和 理想 约束 ,由 理论 力学 可 知 ,在 这 种 系统 中 ,广义 坐标 的 个 数 等 + 系统 
的 自由 度数 目 . 共 有 不 完整 约 东 的 系统 ,其 自 贝 度数 不 等 于 广义 坐标 数 , 而 是 小 了 广义 坐标 数 。 

广义 坐标 在 复杂 系统 中 不 一 定 有 了 明显 的 物理 意义 。 例 如 ,要 描述 图 3-2 所 未 的 悬臂 机 杜 受 
扭矩 ?ayrzsyzas 作用 时 系统 的 运动 状态 ,可 用 扭 角 有 曲线 来 描述 ,也 可 用 另 一 形式 .把 所 外 曲线 
展开 成 三 角 缴 数 


. 开 ,3 (2 一 ny , 
Cy) = gsin 3 + assin 这 2 7 I) FF 


式 中 m 为 正 整 数 , 显 然 ,内 要 给 出 系数 aa:a…an…: 捏 角 曲 线 就 完全 确定 了 .因此 这 些 系 
数 起 到 了 坐标 的 作用 ,可取 作 广 义举 标 , 但 物理 意义 却 难以 表达 ， 

在 动力 学 中 ,振动 体 的 广义 坐标 是 瑚 时 间 而 变 的 ,我 们 把 广义 坐标 对 时 间 的 :次 和 -次 导 
数 依 次 称 为 广义 速度 各 广义 加 速度 。 

本 闻 的 基本 思想 是 用 广义 坐标 来 描述 系统 的 运动 , 凑 达 系统 的 动能 本 .势能 5, 功 WH 等 标 
既 以 及 它们 之 间 的 关系 .从 动力 学 普遍 方程 出 发 导出 拉 格 朗 自 方程 ,从 而 导出 建立 复杂 系统 振 
动 微分 方程 《运动 方程 ) 的 新 方法 .这 种 方法 的 优点 主要 是 ,可 以 避免 未 知 约束 反 力 的 出 现 , 有 
着 统一 的 步骤 与 格式 ,是 建立 复杂 系统 运动 方程 的 一 种 简便 肥效 的 方法 。 














十 … 十 ansin 




















一 、 虚 位 移 原 理 与 广义 力 


我 们 用 举 标 向 量 r, 来 确定 空间 任意 一 质量 点 i 的 位 置 (图 3-~3) ,如 果 系 统 在 考 虞 约束 条 件 
后 有 个 自由 度 , 则 对 于 定常 约 东 的 完整 系统 ,用 个 广 关 坐标 与 时 间 t 可 完全 描述 其 运 动 , 设 
这 二 个 广 久 华 标 为 gi,920"149,。 系 统 中 任意 -一 点 2 的 位 置 用 杏 标 向 量 7, 表达 为 
， rm = rg Cs 
将 上 式 对 时 间 : 求 一 阶 导 数 即 得 :点 的 速度 
S - Df, + Fr, ‘3 14 


Jil 





对 于 定 党 约束 情况 不 显 含 1, 守 = 0， 





则 有 
广 一 们 ~ -也 Se (3-18) 


式 中 9g 一 广义 速度 , 即 9 = 和， 
为 了 讨论 虚 位 移 厌 理 ,我 们 用 广义 举 标 来 表示 卉 位 移 一 一 约束 许可 的 坐标 的 微小 改变 量 
{ 它 不 一 定 是 实际 运动 的 真实 位 移 , 且 与 时 间 无 关 ), 弄 位移 是 假想 坐标 的 旧时 改变 量 , 用 符号 
3 来 表示 ,系统 内 任意 一 点 的 惠 位 移 7,, 可 以 表示 为 广义 坐标 的 虚 位 移 89: 的 线性 组 合 , 即 
= 站 六 (3 — 2) 
了 上 久 ， 
所 渭 虚 位 移 不 理 , 就 是 在 理想 约束 下 ,质点 系 平衡 的 必要 而 充分 的 条 件 为 :所 有 主动 力 在 
庶 位 移 上 所 做 元 功 之 和 等 于 零 , 设 系统 中 任意 一 点 :上 作用 的 主动 力 的 合力 为 F., 则 其 主动 力 
上 型 功 FCF,) 之 和 可 玫 示 成 
SW = DP SW(F) = PF,Br, 
式 中 符号 >， 表 示 对 系统 的 全 部 质点 求 和 。 
将 13-2) 式 化 和 人 上 式 得 
SW 一 2 3 eg, 


:=t i 


改变 求 和 次 序 ,可 以 得 到 主动 力 康 功 之 和 的 广义 玲 标 表达 趟 
-> 2 世 | 59 一 Daeg, (3—3) 
式 中 
Qj = DR {3-1} 
@, 时 做 对 应 于 广义 坐标 9) 的 广义 力 。 它 的 量 网 和 4; 的 量 网 有 关 , 它 由 ;6g, 蓝 积 的 量 岗 是 


功 的 量 纲 来 决定 ,例如 ;选取 角度 为 广义 坐标 时 ,对 应 的 广义 力 便 是 力 类 .根据 (3 - 3) 式 , 可 用 
广义 坐标 .广义 为 将 虚 位 移 原 理 表示 成 下 式 


SWF 一 Yao = 0 《3 -5 
因为 59, 为 广义 坐标 路 的 独立 康 位 移 , 可 以 任 章 选 择 , 故 (3-5) 式 成 立时 有 
QQ, = 必 Cj 一 于 2， 下) 【2 一 6) 
这 说 明 在 理想 的 东 条 件 下 ,个 自由 度 系统 平 奖 的 必要 和 充分 条 件 是 :个 广义 力 包 均等 
于 震 。 
二 ,动能 与 势能 
1， 动能 
由 理论 力学 知道 ,质量 为 mx 的 任意 一 质点 的 动能 TT 为 
T, = Lm, 


2 
系统 总 动能 应 为 各 质点 动能 之 和 ， 故 
-一 12 一 - 


了 一 717， 一 F Dr 
1) 式 代 入 上 式 , 就 得 到 定常 约束 条 件 下 用 广义 坐标 表示 的 系统 动能 了 
f= 主 Dml > 守 46] 


1= 1 =} 


改 谈 录 村 次 序 得 


| 1 
六 二 二 MW lw 号) 
321 人 之 由; 克 | 人 各 mags 
下 下 -- 广 站 所 量 系 数 , 并 且 
,ot, 
Wy 十 Vm, -一 一 (3 


由 (3 一 8) 式 可 知 mu 一 mb 在 微 振动 理论 中 ,车 广义 坐标 一 律 取 静 平 衡 位 置 作为 原点 , 则 
人 振动 过 竹中 9 是 偏离 乎 衡 位 置 的 小 量 . 将 系数 m, 在 平衡 位 置 附近 按 台 劳 级 数 展开 : 


ma = Ca)o 十 | 冤 | g++， 
5 一 了 地， 
td Flat ea 和 














U=— W= Uggg,) (3 12) 
当 g 有 第 小 变化 时 ,在 势力 场 中 元 功 可 以 表示 成 函数 的 金 微分 ,为 了 与 处 位 移 上 的 元 功 

?PH 相 区 罗 ,我 们 用 符号 4 表示 , 则 有 
dr =— dW = > ~dg, C3. 13) 


如 果 上 式 中 dy; 代表 系统 的 虚 位 移 , 则 (3 -13) 式 也 代表 有 势力 的 虚 功 .将 (3- 13) 式 与 虚 
功 表 达 式 (3 3) 相 比 较 , 可 得 如 下 关系 
Q = 一 于 (一 :21) (3 -14) 
可 见 ,热能 不 羽 有 本 盘 的 物理 意义 ,而 旨 通 过 它 可 以 表示 势力 场 中 的 广义 力 , 可 用 于 计算 广 六 
力 驴 ,由 (3 6) 式 可 知 , 在 势力 场 中 ,系统 平 痊 的 必要 .充分 条 件 是 
DT7 
如 
在 微 振 动 理论 中 ,我 们 通常 取 静 乎 衡 位 置 为 di 的 原点 ,出 在 此 原点 U, = O00 = te), 
二 履 二 (qa)o 二 0, 而 县 gj 是 小 量 , 将 势能 在 平衡 位 置 附近 按 台 劳 级 数 展开 得 


j=l 业 一 1 








一 站 (7 一 1,2, 7) (3 15) 


1 加 下 


; 守 | 表示 在 部 平衡 位 置 取 值 ,根据 (3 - 15) 式 知 


考虑 到 平衡 位 置 附近 控 微 振 动 理论 只 保 贸 能 量 中 的 二 阶 项 就 是 各 了 , 则 上 3-16) 式 可 化 简 
为 
sw 9 1 过 加 
0 -3 5am 3 am {3 17) 
式 中 ec 一 一 刚度 系数 ;是 势能 对 广义 坐标 的 二 阶 偏 导数 在 平衡 位 置 取 值 ,所 以 它 是 常数 ,向 
所 


9F | | 
一 | 剖 训 | (3 18) 
由 53-18) 式 可 见 , 刚 度 系 数 有 对 称 性 , 邵 
a 一 有 tb 
将 (3 - 177] 式 收 写成 矩阵 表达 式 , 财 有 
-一 1 人 号 
太一 79 Kg (3 19) 
式 中 《和 一 一 广义 坐标 列 阵 及 其 转 冒 , 且 4 = [qi 9 *…' 4 。 
K 一 一 广义 刚度 矩阵 ,简称 蜀 度 烃 阵 ; 且 
Kl Kl, kK, 
» K, 
K= 下 2 并 2 (3 — 20) 
Kl 天 上 K,, 





出 十 系统 因 弹 性 变形 而 储存 的 热能 总 是 大 于 替 的 ,C 是 正定 二 钦 型 .因而 弄 应 的 刚度 答 阵 
于 也 是 正定 的 .但 是 , 若 系 统 的 g 中 有 刚体 位 移 ,势能 U 除了 9, 全 等 于 零 的 情况 兴亡 还 可 能 存 
在 基 些 4, 不 等 于 零 而 势能 WW 却 等 于 零 的 情况 ,对 这 种 情况 在 线性 代数 中 称 5" 为 半 止 定 二 次 型 ， 
用 是 半 正 定 的 .此 时 天 的 全 部 主子 行列 式 的 值 除 了 大 于 零 外 ,有 的 等 于 零 ,本 书 讨 论 的 六 包括 
正定 及 半 正 定 的 情况 。 
三 \ 拉 格 朗 日 方程 
谨 位 移 原 理 是 在 葬 力 平衡 的 基础 上 建立 起 来 的 ,由 理论 力学 可 以 知道 .利用 达 央 届 尔 原 
坪 , 把 主动 力 下 .与 惯性 力 一 mr 之 和 作为 新 的 作用 在 质点 i 虐 的 合力 ,可 使 虚 位 移 原 理由 静 力 
学 领域 扩展 到 动力 学 领域 .此 时 ,在 理 起 约束 下 .作用 于 系统 上 的 所 有 主动 力 和 慢性 为 在 任意 
瞬时 虚 在 移 他 上 所 作 虚 功 之 和 等 于 私 , 即 
= ZF, — mi), = Fr, — 了 > “说 六 人 = 0 {, -2 1) 


这 就 是 动力 学 普遍 方程 .mir 依次 表示 质点 i 的 质量 和 如 速度 。 式 中 第 一 个 和 式 是 入 .动力 的 庶 
功 .由 (3 -3) 式 知 























DFér, = ea， Ci 221 
了 一 1 
(3 - 21) 式 的 第 二 个 和 式 表 示 姬 加 于 系统 的 惯性 力 系 所 作 的 建功 ， 由 (3 2; 式 知 丝 壤 功 六 
2 mr or; = Dmi > 9 = >| Dmi Ft) ds, (5 一 231 
上 起 括号 内 的 数量 积 训 以 写成 
Hh di. | di 
728, 罗 = 可 | Ir, Ei rr | 机 | | 二 
考虑 到 各 广义 速度 是 彼此 独立 的 , 艳 将 (3 - 13) 式 两 边 对 9 求 导 后 得 
Ea 市 ， . 
下 一 天 [| 
考虑 到 徽 分 次 序 可 以 对 换 , 则 有 
| 一 2 [六 |= 弃 ， ,i 
rq Mi di i 
将 3-25).(3-26) 代 人 (3 -24) 可 得 
mr, 和 一 ml dy 3 | 上 地 ,一 d or | 入 一 
入， de: 和 "dg,, 亚 | ,i ”， 


BL 3m | 
将 上 式 对 仗 部 质点 求 和 风 有 


Tp 





| 底 ， | 1 局 | 1 - 
之 pur 克 = 吉 [ 厅 (> 1 . zj 一 到 | 2 2 TT, 3 S71 
将 」 式 代入 (3 一 23) 武 ， 考虑 到 系统 的 动能 表达 式 为 
了 一 了 wor 


山 有 


Timbor, = [名 鞠 一 Ee)o, (3 - 28) 


将 (63- 22》.(3- 28) 代 人 (3-21) 得 


= di HY 
Qj 一 站 | so = 0 (3 - 29) 
> 一 在 疡 + 入 


显然 ,上 式 对 于 任意 的 2 均 应 满足 .考虑 到 虚 位 移 58, 都 是 独立 的 , 故 上 趟 各 项 中 加 ,的 系数 者 
应 分 别 为 零 , 于 是 可 得 n 个 二 阶 微 分 方程 


外- 请 (7 一 开 2，…) 《3 30) 
这 就 是 拉 格 朗 日 方程 . 式 中 六 包含 了 系统 中 所 有 主动 力 的 贡献 , 它 一 艇 包括 有 势力 .阻尼 力 和 


外 作用 力 的 贡献 。 
当主 动力 仅 为 有 势力 时 ,考虑 到 (3 - 14) 式 和 (3~ 30) 式 可 得 到 保守 系统 的 拉 格 朗 日 方程 


{下 于 Vs 二 ee (2-314) 
和] EF 十 亢 ， (7 132， ;天 41 
引 入 工 一 了 一 民 ( 它 表示 系统 的 动能 与 势能 之 差 , 叫 居 拉 格 朗 电 函 数 或 算 子 ), 则 上 式 可 改写 成 
另 一 形式 
d 开 下 2 
Er (T= 12) (3 -318) 


当 系 统 除了 有 势力 的 作用 外 还 有 非 有 势力 (如 阻尼 力 、 外 激励 力 等 ) 的 作用 时 .用 名 -他 
令 次 表示 与 阻尼 力 、 外 激励 力 相 对 应 的 广义 力 , 则 可 将 拉 格 朗 日 方程 推广 到 保守 系统 


LU /ib 2d) 
di _ Up or ye /3 92d) 
中 二 2 














式 中 ,势能 已 包括 重力 和 弹性 元 件 所 贮 功 的 应 变 能 的 贡献 ,但 因为 我 们 规定 位 移 是 相对 于 静 平 
衡 位 置 量 起 的 , 故 重力 对 应 变 能 的 贡献 处 需 考虑 ,势能 函数 ! 只 考虑 弹性 元 件 的 应 变 能 ， 
应 用 拉 格 翩 日 方程 解决 具体 问题 时 一 般 步 骤 为 : 


{DD 淹 晰 系 轩 的 折 岂 案 娄 . 括 尖 轿 扎 户 立 洗 标 。 
一 
| 
i 











解 ”系统 具有 两 个 自由 度 , 我 们 采用 机 咽 刚 心 偏离 平 酉 位 置 的 距离 (向 十 为 正 ) 和 避 段 
绕 刚 心 的 转角 a( 由 静 平 衡 状 态 量 起 , 姻 般 抬头 为 正 ) 作为 广义 坐标 ;并 认为 机 要 的 旋转 中 心 在 
刚 心 上 .于 是 机 村 的 动能 由 随 质心 的 平 动 动能 和 绕 质 心 的 转动 动能 两 部 分 组 成 , 即 
T= mm 十 ea? 十 六 To 一 二 mm 所 十 meht 十 (1 十 me Yo: 一 


1 


Zh +- Sha + 





要 段 的 执 能 则 为 
一 FEKihe 十 Ke 
如 果 升 力 了 向 上 为 正 ; 气 动力 红 MM 捅 头 为 正 , 则 气动 力 对 诬 位 移 级 ,Ba 所 做 的 虚 功 为 
DY =— Yh 十 Mpa 
将 上 式 与 人 43-5) 式 对 比 , 可 知 广 义 力 为 
好 一 一 了 上 ， 外. = M, 
将 动能 .势能 及 各 广义 力 代入 拉 格 朗 日 方程 (3 - 35) ,可 推导 出 系统 化 微 振动 的 运动 方程 
mi Sa Khom=—Y 
SR 二 Let Keaom M. (3 - 38.A) 


Ss zl » gj [x ] (3 3885) 
将 上 式 同 (3- 36) 式 相 比 可 知 
[el hel he 


当 外 力 不 存 在 时 ,(3- 38) 式 变 成 元 阻尼 自由 振动 方程 
My+ Ky=0 (3 - 39) 


写成 矩阵 表达 式 


3 3.3 无 阻尼 自由 振动 


一 、 主 坐标 


无 阻尼 自由 振动 运动 方程 的 一 般 形 式 为 (3-39) 式 , 为 简明 起 见 , 我 们 从 二 自由 度 着 手 .由 
(3 一 55.1) 式 中 每 一 方程 都 包 含 着 两 个 变量 可 知 , 用 坐标 六 表示 的 弯曲 拉动 和 用 坐标 a 表示 的 
招 转 振动 并 不 是 彼此 独立 的 ; 故 将 第 一 方程 的 Soa 和 第 二 方程 的 3 叶 项 时 做 硼 含 项 .因为 它们 
者 不 存在 , 则 各 方程 变 成 了 独立 的 单 自由 上 度 系 统 的 运动 方程 ,因此 可 以 应 用 单 自 由 上 度 振 动 理 论 
求解 . 止 是 有 了 精 合 项 ,使 问题 求解 变 得 困难 .如 果 帮 合 项 包 念 有 广义 加 速度 , 则 说 明 是 惯性 力 
糯 合 ,此 时 杀 统 的 质量 阵 为 非 对 角 阵 , 称 这 种 情况 为 惯性 耦合 或 动力 看 合 , 如 (3 - 37) 式 所 示 。 
如 果 广 义 刚 度 托 阵 为 非 对 角 阵 , 斐 合 项 是 弹性 力 项 , 则 称 此 情况 为 弹性 耦合 或 静 糯 合 . 也 有 讨 
能 两 种 存 合 同时 存在 .然而 ,对 于 客观 存在 的 运动 ,可 纳 采用 任何 一 组 独立 变量 作为 广义 坐标 
来 描述 它 . 举 标的 变换 可 以 改变 系统 的 描述 形式 ,而 不 会 政变 系统 的 动力 性 能 ,因此 ,我 们 可 以 
进行 适当 的 坐标 变换 来 消除 艳 合 项 ,这 叫 解 业 . 实 现 解 大 以 后 ,n 自由 度 系 统 的 n 个 含有 粳 合 项 

一 一 二 总 一 一 








的 运动 方程 ,就 转化 成 个 独立 的 单 自由 度 运 动 方程 ,能 使 多 自由 上 度 系统 运动 方程 解 三 的 广义 
坐标 称 为 主 坐 标 。 采 用 主 华 标 , 就 可 将 多 自由 度 系 统 的 振动 分 析 化 简 成 若干 单身 由 麻 系 统 的 振 
动 分 析 。 如 向 求 系统 的 主 些 标 将 在 下 面 介 绍 。 


二 , 主 振 动 
我 们 先 从 图 3-5 所 示 的 二 自由 度 系 统 的 自由 振动 人 手 进 行 研 究 .这 时 广义 坐标 列 阵 为 


运动 方程 用 和 牛 瑟 定律 列 出 为 
wi 时 Tzi 责 | 十 天， 一 不 。 1 ro 
1 il gk 
(3—40) 
显然 ,方程 恬静 交 合 情况 , 设 振动 时 两 质量 做 向 频率 、 同 相位 的 简 
谐振 动 , 帮 可 令 其 解 为 
行 二 SIC 十 网 
x2 一 全:SinCoer 十 ?| 
式 中 3.41, 为 待定 常数 ,w 为 系统 移 辕 有 图 频 率 。 
将 (23-41) 式 代 入 (3-49) 式 得 司 > 。 


(3 —41) 




















LK. 二 KY) wm Kds = 0 | 940) 
KA 十 LK, 十 K,) 一 zzzy |A, 一 门 
4 .4 有 非 零 解 的 条 件 为 
CK, 十 站 ) 一 wn — KK, 
Alw) 一 ， |=0 {3 - 13) 
本 ks (Ks 十 到;) 一 吉隆。 
(3 43) 左 端 的 行列 式 A(tw) 称 为 特征 行列 式 , 将 土 式 展开 得 : 
旭 一 人 十 六 人 十 (ar 一 如 ) 一 0 
式 中 
K+ KK, 五 ， 
误 一 ~ » 二 一 
7131 Ti 
K, K; 十 六 
本 和 f= Ts 
此 方程 称 为 频率 方程 或 特征 方程 , 它 的 两 个 特征 根 为 
， 三 3 ， rr 
air Natf err fet, 
中 于 | | (af — be) 一 [2 (41) 


从 上 面 分 析 的 结果 可 以 得 出 以 下 绪论: 
(1) 田 于 ,79,(1 二 1.2) 是正 数 ,a.58,e, 六 也 是 正 数 ; 从 (3 一 44) 起 可 以 看 出 .ww .wi 家 是 实 








根 叉 因 为 af > 好, 根 式 开 方 后 的 值 总 是 小 于 十 二 ,所 以 只 , 姑 是 正 实 根 .由 于 一 只 不 过 政 


训 了 了 6-41) 式 中 4,A4; 的 符 身 ,不 是 新 的 解 , 吉 频 率 方 程 (3 44) 应 有 两 个 正 实数 解 ww 
(2) men 羽 取 决 于 系统 知 有 的 物理 性 质 人 xm,, 民 ,), 而 与 其 他 条 件 无 关 . 故 称 为 系统 的 辣 有 


一 1 一 
i 








加 频率 .显然 ,二 自由 度 系 统 有 两 个 固有 并 频率 ,以 后 将 要 证 实 ,n 自由 度 系统 有 "个 固有 频率。 
习惯 上 把 最 小 的 固有 频率 称 为 一 阶 固有 频率 ,简称 基 频 , 随 着 固有 频率 值 的 增加 ,依次 称 为 第 
一 .第 二 、…, 第 阶 回 有 频率 。 

(3) 将 以 ,ws 分别 代 回 方程 组 (3-42) 时 ,我 们 不 能 求 出 4i ;4 的 具体 数值 ,但 可 以 求 得 对 
应 于 w .en 区 4, 与 di 之 间 两 个 图 定 的 比值 。 称 此 两 比值 为 振幅 比 yo ,y , 且 














ze A a e 
A 百 了 一 吸 
2 CO— g . 
YD 一 一 2 一 z 一 (3 45) 
ATT 


式 中 4 右上 和 角 标 号 人 1) 2) 分 别 表 示 对 应 于 mas 的 据 幅 ,从 上 面 的 表达 式 可 以 看 出 . 电 然 振 
幅 大 小 与 初始 条 件 有 关 , 但 是 当 系 统 按 任 一 固有 频率 振动 时 ,振幅 比 是 确定 的 ,与 初始 条 件 无 
关 。 系 统 中 各 点 在 同一 瞬 时 位 移 的 相对 比值 也 是 确定 的 ,振幅 比 7 了 类 定 了 整个 系统 的 振动 形 
态 , 对 应 于 一 个 固有 频率 只 有 一 个 振动 形态 ,并 称 此 形态 为 主 振 型 或 主 模 访 .对 应 于 mw 的 主 振 
型 叫 第 一 主 所 型 ,对 应 于 mm 的 划 纪 第 二 主 迫 型 . 震 为 主 据 更 ( 有 时 简称 摄 型 ) 和 固有 频率 一 样 
只 取决 于 系统 的 物理 性 质 , 与 初始 条 件 无 关 , 所 以 把 图 有 频率 及 相应 的 主 振 型 合 称 为 系统 的 固 
有 特性 。 
(4) 系统 以 某 一 阶 固有 频率 按 其 主 振 型 作 振动 , 称 为 系统 的 主 振动 .第 一 阶 主 振动 为 


x A . 
[= [oo linc 十 到) 


zf A 
[= [ sinces 十 凶 ) 


可 见 , 做 主 振动 时 ,系统 各 质量 点 同时 经 过 箱 平 衡 位 置 , 同 时 到 达 最 大 偏离 位 置 , 以 确定 的 频率 
与 振 型 作 简 谐振 动 。 
因为 微分 方程 组 (3 - 40) 的 通 解 是 两 种 主 振动 的 琶 加 ,所 以 该 方程 组 的 解 为 


1 全 人 人 所 
网 Lt [od- La hn t 9) Lag nce 3 
将 振幅 比 引入 《3 - 46) 式 , 可 使 其 中 一 个 据 幅 化 为 1; 以 利于 观察 与 比较 主 所 型 ,这 种 处 理 方 法 
称 为 正规 化 措施 .经 正规 化 后 (3 - 46) 式 变 成 


工 1 1 ] ADsintat 十 有) 
by ,0 | ‘3-47 


第 二 阶 主 据 动 为 


2 YY 人 sinfant 十 六) 
上 式 也 可 和 写成 
<1 
4 一 上 $$ 了 oo] (3 -48) 
或 
人 一 @p (3 -49) 
式 中 ,9 富 模 态 向 量 或 主 振 型 , 且 





go - b= [6 $= [> 上- [ (3-504) 





Pp (Cf) 一 一 主 尝 标 ; 且 
pr) = 8jpfar + BH)sp on = AfDsin(wt + FB) 
人 D 一 一 模 夸 算 阵 , 它 是 用 各 阶 主 振 型 按 列 排列 而 成 ,对 本 例 有 
中 一 [Cp $2 ] 
8 一 一 主 坐 标 列 阵 ,对 本 例 有 
p(t) 
?TT Lo 








《3 = 350B) 

K Kk KK 
‘= 

mr D7 


£5 著 略 3 -5 市 = mR = ZR = KK,= K,K,= 2K, 则 a = 2 


f= 下 代 人 (5-44) 江 得 





2 
六 站 
|» /到 一 jo -Kk 
! Np 2 NN ”ym 
， 1 
人)y ‘3 
Y= Y 3 
和 由 "3 一 507 臣 祷 
模 态 向 二 
1 
gil 名 和 | | 
1 一 了 | 
模 悉 集 阵 
门 1 | 
二 i 1 
2 | 


若 以 机 坐标 表示 系统 各 戈 的 静 平 街 位 置 , 纵 坐标 表 
示 各 点 的 握 幅 比 , 财 可 作出 主 振 型 车 ( 图 3~6)。 图 中 


(2) 尺 第 一 阶 主 振 型 ,b) 为 第 二 阶 主 振 型 ,在 第 二 图 3-5 


阶 主 振 弄 中 ,在 弹 繁 到: 所 在 区 间 有 一 在 振动 中 始终 不 动 的 点 , 称 为 节点 。， 
三 ,无 阻尼 自由 扰动 
# 自由 度 系 统 无 阻尼 自由 振动 方程 如 03 -39) 所 示 





Mg Kg=0 
车 刚度 矩阵 玉 是 正定 的 , 引 作 乘 度 和 矩阵 卫 , 将 上 式 左 莱 下 的 首 短 阵 玉 ”, 则 有 
FMg+g=0 ‘3-51) 
式 中 
F=KR"! (3 ~ 52) 
老将 (3 - 39) 武 诺 药 用 的 道 给 阵 村 7!'， 则 有 
g++ MiRg= 0 {3 -53) 
令 MI'K= A, FM=A (3 ~ 54) 
四 为 矩阵 4 ,入 纤 合 了 系统 的 质量 和 刚度 特性 ,所 以 都 叫做 动力 和 窍 阵 。 和 于 是 运动 方程 (3 - 53)， 


(3-~51) 变 成 
2 十 49 一 由 { 一 55] 
A 二 4g 二 小 (3 56) 
它们 都 是 二 阶 送 系数 线性 齐 次 方程 组 .以 上 各 式 中 心 代表 零 窍 阵 .基于 前 面 的 讨论 ,(3 - 53)、 
《3 -56) 的 特 解 可 写成 如 下 形式 


gq = pet (3 -57) 
式 中 中 一 一 模 态 向 量 
i= vw—1 
令 
一 
1 {3 58) 
将 (3 57) .03-58) 代 人 (3--55)、(3 一 56), 经 运算 整理 后 可 得 主 振 型 方程 
4 一 1 由 或 KG = M$ (3 -59》 
Ag = ag (3— 60) 
十 是 有 
[4 一 和 0 或 区- 一 Ai] 一 0 (3 — 61) 
[#3— AHB=0 (3 - 62) 
方程 (3 一 61)、(3 -62) 有 非 零 解 的 条 件 为 
A(D=|4 一 =0 或 IK 一 AM|=0 (3- 63) 
| 一 | 一 0 (23-61) 


方程 (: -63) 53-64) 是 不 同形 式 的 系统 的 特征 方程 ,也 称 频率 方程 ,由 线性 代数 知道 .它们 展 
开 后 是 4 的 ”次 代数 方程 ,这 是 因为 4.7 了 都 是 *# 阶 方 隆 。 我 们 把 求 得 的 2 个 根 轴 生 一 二 2) 
称 为 特征 慎 . 通 过 特征 值 ,利用 (3-58) 式 , 即 可 得 到 有 个 固有 频率 ,由 此 可 见 ,n 自 由 度 么 统 有 * 
个 固有 频率 。 

因为 我 们 讨论 的 质量 矩阵 MM 是 正定 的 ,刚度 矩阵 着 是 正定 或 半 正 定 的 ,所 以 由 正定 与 半 
正定 条 件 , 对 于 任何 非 零 的 外 有 


站 六 
EP 0 (3 - 65) 
现 对 主 拓 型 方程 (3 - 59) 两 边 左 靶 以 儿 得 
和 于 及 = WM (3 -66) 


考 虚 到 条 件 式 (3--65), 由 上 式 可 知 ,4 一定 是 正 数 或 零 .我 们 把 刚度 矩阵 是 正定 的 系统 叫 正定 
系统 ,把 刚度 矩阵 是 半 正 定 的 系统 叫 半 正定 系统 .因此 ,正定 系统 的 特征 值 是 正 数 , 半 正 定 系统 
的 特征 值 是 正 数 或 零 。 
将 各 特征 值 代 人 主 振 型 方程 (3-59) 或 (3- 60) ,就 可 以 得 到 与 各 特征 值 对 应 的 主 振 型 ( 特 
征 向 量 ),= 自由 度 系统 有 ?个 特征 值 和 对 应 的 ”个 特征 向 量 , 如 果 令 
尼 一 4 一 好 (3 .67} 
那么 系统 的 特征 向 晤 也 可 以 从 吾 矩 隆 的 伴随 矩阵 adjB 得 出 ,由 矩阵 理论 知 





-adi 


B71 = 
本 | 


上 式 两 边 堪 乘 以 |818 可 得 
. IBIT = BadjB 
而 当 久 二 入 时 ,有 BadjB 一 0 
即 
[A — ATladjB;= 0 

将 上 式 与 (3 - 61) 式 对 比 可 知 ,adjB, 中 各 非 零 列 与 $0 充其量 只 差 一 个 常数 乘 子 ,这 不 会 改变 
主 振 型 . 故 将 求 出 的 特征 值 本 代入 二 矩阵 (3 -67) 式 , 求 如 的 伴随 矩阵, 取 其 任何 列 非 零 列 ， 
就 可 以 得 到 对 应 的 特征 向 量 9 中 ( 第 i 阶 主 振 型 )。 

求 出 特征 值 与 特征 向 量 以 后 , 代 回 53 - 57》 式 就 得 到 组 特 解 ， 将 它们 又 加 起 来 就 得 到 遂 


解 
q = De (4 -68) 
式 中 
他 1 [人 
， 
9 一 | b= (3 69) 
1 本 
对 于 同一 所 型 i, 系 统 各 质点 的 振幅 F?, 几 ?,…',#" 间 具有 确定 的 相对 比 慎 ;因此 .i -68) 式 除 
了 个 待定 常数 中: 网,…: 匈 外 ,还 有 2 个 确定 振幅 值 的 待定 常数 ,例如 可 取 A Am, 
这 样 总 共有 2n 个 待定 常数 ,而 初始 条 件 正好 也 提供 2n 个 补充 方程 ; 


当 上 一 0 时 有 

初 位 移 和 0) 一 区。 

初速 讼 0 = = 1 2) 
所 以 , 代 人 初始 条 件 ,自由 振动 有 唯 -- 解 。 

从 (3- 68) 式 可 见 ,n 自由 度 系 统 有 ?个 主 振动 ,这 些 主 振动 都 是 谐振 动 ,其 道 解 是 这 = 个 
主 振动 贡献 的 释 加 ,由 于 各 阶 回 有 频率 不 都 相等 , 放 振 动 合 成 的 结果 不 再 是 简 谐 振动 . 

例 3-2 图 3-? 为 估算 茶 机 要 固有 特性 的 
模型 .假设 mw 一 ms 一 m, 灾 曲 刚度 为 EJ , 仅 考 
虚 与 弯 有 变 形 有 关 的 微小 位 称 , 试 求 机 号 弯 曲 
振动 的 固有 特性 与 模 态 矩阵 。 

解 ” 取 yy,ys 为 广义 华 标 ,它们 以 静 平衡 
位 置 为 起 点 , 且 向 上 为 正 , 则 


TY 
= | 


动能 本 一 记 (m3f 十 ms 误 ) 一 

















女 能 v= Try, J ke] 


mA Ly, 
将 动能 .势能 表达 式 代 人 保守 系统 的 拉 格 朗 日 方程 ,得 运动 方程 交 
ra 031Fy: mh kf | 
Lo 国电 i ;| j= Lo 
由 结构 力学 知 系 统 的 柔 度 纸 阵 
FA A 6 fr2 5 
LF 六 上 8Ejls 16j 
则 远 动 方程 可 改写 成 (3 - 56) 式 的 形式 ,为 此 求 动力 矩阵 
a [en me] 


A= FM = -一 -| 一 -人 
48EJL5 16 A8EJ [sm 16md 


-0 mm 
令 r= A 
由 (3 - 54) 式 神 特征 方程 


一 | mw 一 A Hi | 
| 下 一 好 一 | 下 
| Smaa l6ma — Ai 
展开 Ff 成 得 
A 1m Tmiot = 0 
则 特征 值 为 


. Tm (+t 2 vB om/ABE) 
第 -- 除 贺 有 较 频 率 





| 48E7 


1 





第 二 阶 固有 网 频 者 





tw = _ 48EJ 
- a Ni 2 vB.5m 
将 特征 人士 壤 代 回 (3 ~ 67) 式 得 








[一 (7 二 2 v18.5 5 
B= ma (7 + 2 v18.5 | 
| ”5 7 一 2 v8.5j 
伴随 审 阵 
17 一 2 “18.5 一 了 
adjB, = mo| 3 >” | 
一 上 一 (十 2 VIB5) 
则 第 -- 主 振 型 
3 | 
| 0. 320 
由 D :- {2 VS -| ) | 
] be 
L 





将 六 我 国 (3 -67) 式 , 求 出 aqjp, 可 得 第 二 阶 主 振 型 





国王 汪汪 
D2 一 17 一 18.5|= L | | vl) 
上 J 
其 主 振 型 图 如 图 3 一 8 所 示 。 模 态 些 阵 中 则 为 
0. 320 一 3.120 
o-| | 


1 1 
四 .、 主 振 型 的 正 充 性 
正 交 性 是 主 振 型 的 重要 性 质 . 我 们 正 是 利 





用 这 一 性 质 来 进行 坐标 变换 ,实现 运动 方程 的 图 3_8 
解 不 ， 
当 系 统 以 第 i 阶 主 振 型 进行 主 扰动 时 ,其 主 振 型 方程 由 C3 ~ 59) 式 知 
K$ = AMP" (3- 70) 
而 当 系 统 以 第 7 阶 主 振 型 进行 主 振动 时 别 有 
K$ = AMPT 13. 71) 
将 (3 一 ?703 式 前 著 以 中 
pOTKGY = AMPPT ME (3 -72) 
将 C3-71) 式 前 嫌 碎 加 
几时 的 一 MMP MP"? 13 - 73) 


由 于 我 们 所 研究 的 天 .4 都 是 对 称 矩 阵 , 故 肥 
K=k Mr 一 时 
和 将 (3 -~ ?72) 式 两 边 转 置 得 


PRE = AMO TM (3 -74) 
和 将 (3 -74) 与 <3 -73) 相 减 得 
(大 A M$ = 0 (3 -75) 
当 避 去 了 时 , 则 由 (3~75}) 式 可 得 
$ITMp = 0 中 关 ) (3 -76) 
将 t3-76) 式 代 加 (3 ~74) 式 得 
BRE =0 (FN) (3 -77) 


由 (3- 76).(3-77) 式 可 以 看 出 , 主 振 型 对 于 质量 矩阵 与 刚度 矩阵 都 是 正 变 的 .此 代 式 表 
达 的 正 交 条 件 适 用 于 任意 两 个 不 同 的 振 型 。 
对 (3 一 70) 式 两 边 前 获 以 名 
由 7 下凡 = A IT MO" (3 -78) 
设 质 重 矩 阵 与 测度 矩阵 是 正定 的 , 令 
由 9 一 12 
由 0T 天 0 一 KG=1,2,,n) 
显然 ,ad , 玉 , 都 是 正 实 数 , 称 24 为 第 : 阶 主 质量 或 广义 质量 ,下 ;为 第 : 阶 主 刚 度 或 广义 刚度 。( 将 
55 一 


《3 790) 


3-78) 式 两 边 除 以 ”M9'! ,可 得 
PTKEED 加 大 
eM OM. 
即 : 第 i 阶 特征 值 等 丁 第 : 阶 主 刚 度 与 第 i 阶 主 质量 之 比 。 
由 于 主 振 型 的 正 交 性 ,可 以 利用 横 态 矩阵 中 来 实现 运动 方程 的 解 三。 
由 《3508B8) 式 知 
从 二 [人 机 2 由 
到 
BTMHDG = fg $2 oe gM $? a $"] 
根据 主 所 型 的 正 交 性 , 当 : 关 了 时 
bp 一 自 (ir = lS :ny 
故 (3 - 81) 式 胶 积 的 斥 阵 中 非 对 角 线 元 素 为 零 , 于 是 有 


pT ME 癌 
orMop _ $e ME 
0 TB 
遇 主 质量 的 定义 ,上 起 也 可 写成 
Ml 0 
可 Ma 
PMD = , 一 时 
0 MM, 
式 中 ”有 届 : 一 一 主 质 量 矩 阵 或 称 广义 质量 矩阵 。 
用 同样 的 推导 过 程 也 可 以 获得 
K, 0 | 
. Ks 
OTKO® = . 一 天， 
0 天 


式 中 ”下 ,一 一 主 刚度 矩阵 ,或 称 广 义 刚 度 和 矩阵 。 


i3— 80) 


(3 -81) 


(3 82) 


(3 — 83) 


出 于 币 ,,KK, 是 对 角 短 阵 , 利 用 模 态 矩阵 全 为 坐标 变换 矩阵 来 进行 坐标 变换 , 即 可 实现 运动 


方程 的 解 太 . 无 阻尼 自由 振动 的 运动 方程 为 
My+ Kg=0 
现 做 如 下 坐标 变换 :由 (3 -49) 式 有 
= Dp 
式 中 己 为 经 过 和 由 变 换 后 的 新 坐标 系 。 将 上 式 代 人 运动 方程 得 
MDp + KDp = 0 
将 上 式 前 乘 以 四 
PMDp + DROp — 0 
由 (3- 82),(3 ~ 83) 式 可 将 上 式 改写 成 
a 了 各 一 一 





MptKkp—d 或 和 六 十 天 让 一 0 (=1,2".n) (3- 81) 
(3 84) 式 表明 ,运动 方程 已 由 原来 的 广义 坐标 4 转换 成 新 坐标 系 p, 显 然 p 即 为 主 坐 标 ,此 时 、 
原来 耦合 形式 的 振动 方程 已 经 解 三 , 变 成 (3 - 84) 所 示 的 nn 个 独立 的 运动 肖 各 ,我 们 把 这 种 坐 
标 变 换 叫 做 主 坐 标 变 妨 。 周 理 , 可 对 冤 自 由 度 无 阻尼 强迫 振 动 方 释 解 硝 ， 


五 . 正规 化 与 正规 坐标 


为 了 便于 进行 振 型 比较 ,前 面 介 绍 了 一 种 对 振 型 进行 正规 化 的 方法 ,此 法 选 定 某 -- 个 质 基 
点 处 的 振 罩 为 ] ,从 而 确 定 其 他 质量 点 处 的 幅 值 ,组 成 振 型 并 构成 模 态 矩阵 .这 叫 微 关于 特定 
坐标 的 振 型 正规 化 ,也 有 取 每 一 个 所 型 中 的 最 大 振幅 为 基准 值 ,而 不 到 特 定 坐 标 值 为 基准 的 。 
这 样 , 在 每 一 振 型 中 的 最 大 值 为 1, 这 就 为 计算 工作 握 供 了 方便 。 然 而 在 进行 嫩 构 动力 分 析 时 ， 
最 常用 的 正规 化 方法 是 将 模 态 矩阵 人 @ 变 成 正规 化 模 态 矩阵 4 用 4 作为 变换 矩阵 进行 华 标 变换 
时 .将 使 时 矩 阵 变 为 单位 矩阵 工 ,这 种 正规 化 使 分 析 工作 更 简便 
这 种 正规 化 的 基本 过 程 是 先 求 出 各 阶 主 振 型 ,并 按 (3 -79) 式 计算 出 各 阶 振 型 的 主 质 量 
M,. 再 对 每 一 主 振 型 进行 如 下 变换 ; 
中 = $C, (t= 1,2,. ,7n) (3— 85) 


式 中 J 一 第 i 阶 正规 化 振 型 ,C. = WM。 
由 各 阶 正规 化 振 型 按 下 式 构成 正规 化 模 坊 矩阵 


p= [i HD (3-86) 

不 难 证 明 
mMu= 1 (3—87) 
忆 责 1 一 内 {3 -88) 


式 中 了 一 一 单位 矩阵 ; 
人 -一 系统 的 特征 值 和 矩阵 ; 它 是 以 特征 信 4 为 对 角 线 元 素 的 对 角 阵 , 即 





用 正规 化 模 态 矩阵 也 可 对 运动 方程 进行 解 耦 .这 时 可 进行 下 述 变 换 ， 
令 半 二 加 (3 891 
将 (3 -89) 式 代 人 适 动 方程 (3 - 39) ,并 前 乘 认 好 可 得 

HMM + HR = 0 
考虑 到 (3 -87)、(3-88) 式 , 则 上 式 变 成 
n+A7=0 

或 on GG=1,2,,n) (3- 90) 

显然 ,上 述 变 换 不 但 使 运动 方程 解 古 ,而 且 使 广义 质量 为 1,(3 -89) 式 所 表 孙 的 坐标 变换 
称 作 正规 坐标 凌 换 .n 称 为 正规 坐标 向 量 .这 种 使 运动 方程 解 克 的 方法 叫 知 模 态 分 析 法 .根据 
些 自 由 度 理论 ,在 正规 坐标 下 ,第 i 阶 振 型 的 元 阻尼 自由 振动 响应 为 





17 一 


了 一 pcoswt 十 各 sinet 全 一 12 (3 -91) 


式 中 加 一 一 正规 坐标 下 的 初始 位 移 ， 
zu, 一 一 正规 坐标 下 的 初始 速度 。 
求 出 ? 后 ,构成 正规 坐标 向 量 9, 代 人 (3 -89) 式 , 即 可 得 到 原 物 理 坐 标 下 的 喀 应 , 即 
g = Hm 十 …… 十 下 (3— 92) 
由 (3 -92) 式 可 知 , 通 过 正规 坐标 或 主 坐 标 变 
换 , 司 原 米 的 运动 方程 解 奈 , 分 别 求解 每 一 正规 坐标 
或 主 坐标 下 的 响应 ,然后 按 (3 -92) 式 秋 加 , 妓 可 得 
出 原始 坐标 所 表示 的 响应 。 这 种 方法 咀 做 振 型 三 加 
法 ,或 称 模 态 王 加 法 ， 
例 3-3 对 图 3-9 所 示 对 称 的 二 自由 度 系 统 进 
行 正规 价 标 变换 。 图 3-9 
解 。” 取 x,zxe 为 广义 华 标 ,系统 的 运动 方程 为 


Tm 0 二 2K 一 下 1]fz 0 
1 ld! j=, oa 
站 mlz — 2K JLzaz 0 








特征 值 与 特征 向 量 为 
太一 司 一 全 ， 和 一 起 一 3 人 
“0 ， 
而 二 质量 
Mi = $M = [1 nl" "| |= 2 
M$ 一 [1 1 | | 
则 模 态 矩阵 
ob 
正规 化 振 型 
C= C= Vom 
”大 -起 [1 
正规 化 模 态 年 隆 
A 
人 


加 本 © 


一 一 号 基 一 一 





考 虚 到 -45) 式 , 可 得 二 0 的 振幅 比 Y 为 








8, Ks — wf) Ks 
故 对 应 于 零 频 率 的 特征 向 量 ( 零 模 态 的 模 态 向 量 ) 为 : 


rl 1 
a 
这 表明 .两 个 图 盘 以 同样 的 角 位 移 转 动 ,加 盘 间 无 相对 位 移 , 轴 不 受 力 ;系统 作 刚 体 转动 ， 

从 上 面 简单 的 例子 可 以 看 出 , 零 模 态 下 平移 运动 要 求 主 广义 坐标 满足 9 二 gs 一 … 一 9g.， 
故 几 " 必须 含有 等 值 元 素 。 利 用 主 振 型 ( 模 态 向 量 ) 的 正 交 性 , 即 可 将 半 正 定 系 统 的 零 模 态 向 量 
清除 掉 ,使 系统 成 为 正定 系统 .这 是 处 理 复杂 的 半 正 定 系统 的 方法 之 一 。 

由 (3-76) 式 的 正 交 关系 有 ， 

IM =0 G0), 


和 i en 


#1 


[1 1 ~ "| M | =0 


gu 

即 ma 一 六 (3- 93) 
i=] 

《3-93) 式 就 是 可 将 零 模 态 清 除 掉 的 约束 方程 ,此 式 表明 了 能 发 生平 移 刚 体 运 动 的 半 正 定 系 统 

广义 化 标 间 必 须 满足 的 特定 关系 式 .每 一 个 这 样 的 关系 式 就 代表 :一 个 坐标 可 用 其 他 举 标 来 表 


达 , 从 而 清除 一 个 泽 标 。 因 此 , 它 是 利用 等 模 态 性 质 提 供 的 广 之 华 标 之 间 的 约束 关系 ,用 这 样 的 
约束 方程 来 减少 独立 坐标 数目 ,使 半 正定 双 统 转变 成 正定 系统 ,这 就 是 所 谓 " 编 减 系 统 学 标 ” 








的 方法 ， 

例 3-4 图 3-11 所 示 的 模型 ,为 估算 导弹 轴 向 
振动 固有 特性 的 一 种 简单 分 析 模型 。 一 。 

前 1 一 下 一 1 一 网 ,一品 一 克 一 下 一 克 ， 二 
求 系统 的 固有 特性 。 " 

解 ”显然 ,整个 系统 可 以 轴 向 刚体 运动 ,是 半 (六 一 
正定 系统 。 用 缩 诚 坐标 的 方法 取 Y 一 ， + 
[7， rz 盖子 为 广义 坐标 ,各 元 束 均 以 静 平 稀 
位 置 为 坐标 原点 。 (oe,) ° 

由 静态 学 知 刚 度 矩 阵 为 

1 一 1 总 0 
1 2 -1 0 A Cm ° 
K=& I 


0 -1 2 —1 
9 0 1 3 图 3-1] 


一 一 下 站 -一 - 





质 世 矩阵 


站 站 0 0 
0 mm 0 0 
M= 

| 0 mm 0 

0 0 0 m 
由 (3 -33) 式 得 

311 mr Mary 寺 mr = 人 0 

代入 已 知 数据 得 约束 方程 


TI 二 TA 


显然 引入 土 式 后 ,独立 坐标 数 降 为 3, 这 样 可 有 竹 阵 式 
加 1 0 0 
-1 
上 一 和 
I 0 0 1 
1 


” 1 0 ua 











I 

|! 0 1 0 ， 
一 一 | 工 
B | 0 0 1| 阅 - 
一 1 一 1 一 1 ” 


称 月 为 约束 矩阵 ,9 ”为 引 和 人 约束 方程 后 的 广义 些 标 向 量 。 


mm 0 O77 1 
r 0 0 -1 oi| , 
me 
= Ln 人 7 1 0 一 1 0 0 | 0 
0 0 1 一 
000 同一 1 
1 -i .。_ 1 了 #4 
BE BMB = 54 Mg 
2 1 1 
起 中 M* = FMP=m|ll 2 1 
1 1 2 
势能 C= $9"PRBg = S49" Kg 
P 0 7 
式 中 K* = FKP= | 3 | 
:2 1 5 
7 1 一 引 
-下 一 1 -一 4 i 
于 是 一 天 一 13 一 1 
一 3 1 jj 
6 3 1 
动力 阵 让 一 2 3 1 
一 2 一 1 1 





- 61 一 - 


则 新 系统 的 频率 方程 为 














3m A 3m 7t 
2 由 4 由 4 
证， lm 3 本 挫 
14" 一 妇 | 二 | 喜 钙 一 ^ 访 一 
下 
殉 扰 赤 
展开 后 解 得 
7 一 1.7071 字 ,如一 .5000 守 ,天 一 0.2929 字 


{1 fk | | 天 证 ; 
一 一 一 一 一 一 je 
上 本 二 人 克 0,765 4 ; Wz 一 1 ,414 2 大， 3 1. 847 1 所 法 





振 型 
一 2.4142 一 1 0. 414 2 
多 一 - 1. 000 | $= | | 多 一 时 000 0 
1.000 0 1 1. 000 0} 
因为 
4= 上 Ba" 
故 最 后 得 
一 2 414 2 一 
py L0000| sm | 1 
20 一 所 ) 一 1.00001* 9 一 部 "= 1 
2.414 2 一 1 
0.414 2 
ga Bp 1000 0 
1.000 0 
一 0 414 2 
而 刚体 运动 振 型 少 " 模 态 竹 阵 为 包 
1 1 一 2.4142 一 1 0.4142 
4 |1 p= T1000 1 一 10004 
1 1 1.0000 1 1.000 0 
1 1 2.4142 一 1 —0.4142 


此 外 ,还 可 以 用 移 频 法 求 半 正定 系统 的 固有 特性 ,这 种 方法 的 基本 原理 如 下 :由 (3 - 59) 


式 有 
Ks = AM¢ 
对 半 正 定 系统 ,刚度 祭 阵 下 是 半 正 定 的 ,无 逆 和 矩阵 ;得 不 到 柔 度 矩 阵 与 动力 矩阵 ,但 如 果 将 上 面 
的 主 振 型 方程 改 成 直面 形式 
[K+oaMi$ = AtaMe$. 《3 - 94) 
式 中 * 为 任意 正 煞 ,一 般 歌 值 可 比 系统 估计 的 最 低 因 有 频率 的 平方 略 小 一 些 。 
由 于 杂 是 正定 的 , 故 关 十 a 邓 也 是 正定 的 。 令 并" 一 着 一 sa 一 4 十 ay 则 (3-94) 式 成 


为 
K'$ = 41 由 13 -95} 
显然 ,(3 - 95) 式 所 代表 的 新 系统 特征 值 与 原 回 题 特征 值 相差 "此 新 系统 变 成 正定 系统 , 求 出 
K* ,由 , 即 可 算得 原 系 统 的 特征 秆 与 特征 向 量 。 
在 系统 有 刚体 运动 时 (w 一 0) ,其 运动 方程 由 (3 - 30) 式 知 为 :地 一 0 
将 运动 方程 积分 ,得 正规 坐标 下 刚体 运动 响应 式 
.= + Wot (3 -96) 


§ 3.5 ” 瑞 雷 - 李 兹 法 


瑞 备 - 李 兹 法 是 建立 在 能 量 法 基础 上 的 用 于 计算 固有 频率 的 一 种 近似 解法 ， 

从 $ 3. 3 知道 , 当 无 阻尼 的 多 自由 度 线性 系统 以 某 一 特定 的 固有 辆 频率 w 作 主 振动 时 ,和 
统 的 各 点 在 平衡 位 置 附近 以 w 作 简 潜 振动 ,此 时 相应 的 广义 坐标 列 阵 g” 可 以 表示 成 

go 一 多 APsin(art 十 9) 
风 广 义 速度 列 阵 为 
他 = wp AADcos (ot 十 HY 

由 动能 与 势能 表达 式 43- 10) 与 43-197 可 知 , 此 情况 下 最 大 动能 To 与 最 大 势能 [mw 可 

写成 
T= MG 一 Arp MS" 
Us 一 FA Kg 一 APP KG" 


系统 作 主 振动 时 是 保守 系统 ,由 机 械 能 守恒 定律 并 参照 (3 一 13) 式 知 Tm 一 Co 将 了 we mas 
的 表达 式 代入 后 可 导出 


， 而 CT 大 由 Cry 
wr 一 pp 


寺 式 就 是 (3~80} 式 , 它 表明 ,只 要 能 得 到 第 + 阶 主 扰 型 各?, 代 人 (3-97}) 式 , 即 可 求 出 该 拔 型 对 
应 的 固有 了 加 频率 .但 事先 木 知道 8. 为 了 计算 w,, 可 假设 一 个 很 接近 于 "的 振 狸 如, 代 人 
(3 一 97) 不 得 


{3 — 97) 


Ry) =- (3 - 98) 


式 中 Riy) 称 瑞 震 商 , 比 较 一 下 (3 一 97) 式 与 (3-98) 式 可 知 , 此 时 (3 一 98) 式 可 计算 出 近似 
值 , 可 以 证 明 , 假 设 振 型 yw 允 近 系统 的 第 + 阶 振 型 过 程 , 归 瑞 雷 商 取 极 小 值 过 程 ,此 极限 值 即 为 
系统 的 只 .为 此 ,将 用 -- 组 正规 振 型 HG = 1,2,*…',n) 的 线性 组 合 来 表示 , 即 
曙 一 CID 十 Co 十 十 CH 

根据 正规 振 潮 的 性 质 , 考 左 到 (3 -87)、(3 -88) 式 可 得 

凡人 十 人 十 二 

YKy — Coot 十 Co + … 十 Cow? 
代 A(3-98) 式 , 则 瑞 雷 商 可 写成 所 有 忆 (i 二 1,2,…,n) 的 加 权 平 均 , 加 权 因 子 是 Ci( = 1,2， 

-63 一 





.1 . 故 

人 
R(W) = < (3 092 

DC 

iE] 
三 

从 上 戒 看 , 若 9 很 接近 第 * 阶 振 型 , 则 有 C: > CCVC. < 1 避 | 一 旦 < 巡 1( 是 微量 ,: 一 
1.2, 天 六 及 (Vs 和。 再 以 H 很 接近 第 一 振 型 而 言 ,以 C1 除 (3 99) 式 的 分 子 分 母 , 得 








oj 十 了 
R(Ww)} 一 一 = wi[l + OCe)] 63 109) 


1+ De 
ima 





式 中 〇 (Ce) 是 上 的 二 阶 表达 式 。 
可 见 .(3-100) 式 右 边 括 号 内 大 于 1, 且 接近 于 1, 于 有 是 有 
RD > 有 RO 
回 理 ,当中 很 接近 于 几时 . 则 展 (y) ss 屿 。 
1(3 -100) 可 见 , 瑞 雷 商 的 极 小 秆 等 于 吉 , 但 是 ,如 果 所 取 的 光正 好 与 第 一 振 型 w'' 正 次. 

















前 (r -1) 个 固有 振 型 正 交 时 , 瑞 雷 商 的 极 小 值 则 等 于 os; 即 
we = ROW mm 

而 涯 商 的 这 种 极 值 性 质 ,从 物理 意义 上 可 以 这 样 理解 :车 选取 的 振 型 yy 与 系统 癌 有 振 增 不 
完全 相同 ,就 相当 于 给 系统 施加 某 种 附加 的 约 东 ,使 系统 刚 庆 增加 ,导致 计算 出 的 固有 频 举 高 
于 系统 固有 频率 。 

原则 上 ,用 瑞 震 法 可 以 计算 系统 各 阶 固 有 频率 ,但 由 于 高 阶 振 型 不 容易 选择 准确 ,而 第 - - 
握 型 的 近似 振 型 比较 容易 选取 (例如 采用 系统 的 更 找 度 曲线 ), 因 此 ,一 般 只 用 瑞 雷 法 求 系统 的 
第 一 阶 固有 频率 ,为 了 求 高 阶 的 固有 频率 ,引伸 出 了 瑞 雷 - 李 兹 法 ,或 称 李 兹 法 ,这 是 .种 缩 碱 
系统 自由 庆 的 近似 解法 . 它 是 用 有 限 个 独立 矢量 四 ,出 … 虽 的 线性 组 合 来 表示 自由 度 系 统 的 
假设 振 型 (2 > 5) ,于 是 有 








a 
斌 |! 
v= $= fh | 101) 


a, 
式 中 和 -…- 变换 矩阵 ,ma X 阶 ,是 很 设 的 形状 矢量 集合 ; 
ca- 一 待定 系数 列 阵 ,是 新 系统 的 :个 广 六 坐标 ,其 分 量 ala as 为 待定 系数 .可 由 瑞 
雷 商 的 级 值 性 质 决 定 , 为 *X1 阶 。 
将 (3 - 101) 式 代 人 瑞 尖 商家 达 式 (3 - 98) 
ok$ar oR Nilo) 


ta) 一 rgriiga Me Dam) 





式 中 。 Ka 一 省 天 贡 称 为 广义 刚度 ; 
Ma 一 少 H# 称 为 广义 质量 。 
-一 - Bt Cr 





(3 -102) 式 已 使 瑞 雷 商 以 & 作为 参 变量 ,车 wr 是 民 (ay 的 极 小 值 , 风 有 
NE 











tw 一 [到 (3 103) 
利用 瑞 盐 商 的 极 值 性 质 , 可 把 问题 归结 为 求 关 于 的 R(a) 的 极 小 值 以 确定 09, 令 
ge) _ 网 、， 
二 人 0 {Ce = 1,2, 5) 
将 (3 一 102) 式 代入 上 式 , 考 虚 到 (3 - 103) 式 得 
Ra _ 1 Vk ,aDal __ 
， Di Drm Maml™? 
晶 
DIV。 本 _ 2 
ER 一 此 ER {ff = 1,2. 1 } 13- 101} 
根据 (3- 102) 式 给 定 的 关于 Nr,Dae 的 定义 ,有 
ae gorprgp E20rpr gh 
2 一 2p M$ (2 = ,2s) (3 -105) 
将 (3 一 105) 式 并 代入 (3 -104) 式 转 置 ,由 有 
由 于 fa 一 op Mper = 0 (i= 1,2,' 8) 
将 上 面 的 方程 组 合并 写成 炊 隆 方程 
pKBDe 一 MP 一 站 引 人 广 浆 刚 度 Kr 与 广义 质量 x, 则 得 
CKr ~- wi Ma = (3 106) 
这 是 以 &@ 为 未 知 数 的 ;元 齐 次 方程 组 ,出 非 零 解 条 忻 得 到 频率 方程 式 
Ke 一 ww Mr|=0 £3 - J]07) 


将 (3 一 107) 式 与 {3 63} 式 比较 可 知 , 瑞 雷 - 李 兹 法 把 ”自由 度 的 系统 缩减 成 用 * 个 广义 坐标 及 
相应 假设 形状 表示 的 :个 自由 度 的 系统 .频率 方程 (3 - 197) 可 用 各 种 标准 特征 方程 解法 来 求 
解 , 因 s 一般 远 小 于 n; 故 求解 工作 量 大 为 减 小 ,在 解 出 的 s 个 固有 频率 近似 值 中 , --- 艇 最 前 闸 的 
若干 个 频率 准确 上 度 较 高 , 若 需 求 r 个 固有 频率 ,通常 取 s = 27。 

同 瑞 圭 法 一 样 ,用 季 兹 法 求 得 的 园 有 频率 近似 信和 总 是 比 精确 值 篇 高, 这 是 因为 , 几 李 兹 法 
相当 于 给 系统 施加 了 (n 一 5) 个 约束 ,另外 ,也 可 以 采用 业 度 矩阵 表示 的 瑞 雷 商用 回 样 原理 进 
行 推导 ,这 时 KK.,Mx 和 频率 方程 将 有 不 同 的 形式 。 

例 3.5 图 3-12 表 示 和 由 四 个 相等 质量 和 及 四 个 刚度 为 的 弹 惫 组 成 的 囊 联系 统 , 用 杰 
部 法 求 系统 的 前 两 阶 闪 有 频率 与 振 型 。 








解 容易 求 得 系统 的 质量 阵 村 为 :好 一 maf.F 为 单位 矩阵 ,而 系统 的 刚度 矩阵 为 
2 -1 0 0 
4pe 1! 2 -1 0 
0 一 工 2 一 】 
0 vu 一 1] 1 
最 变换 矩阵 
0.25 0.5 0.75 115 
»— [6 $1—| ; | 
则 四 53 -117 式 知 假设 振 型 


v= pa=[h tJ) | 


三 义 质 量 
.875 1. 
Ma M$ me | 
1.55 1,4 
广 名 测度 
0.25 0.25 
Ka = PK -4| | 
= Ke 0.25 0.36 


由 (3 107) 式 得 频率 方程 
— 1.875wm 0,25k 一 1,55um ] 


0.25£ 一 1.55mm -0.366 ~— 1. 4arm 
解 此 频率 方程 可 得 
wf = 0.123 59 二 叶 =1 主 
将 此 结果 代入 (3 - 106) 式 可 得 


fay 
' A21 1 


=— 3.1987 2 —— 0.8 
1 2 


将 | 空 | 代 人 假设 振 型 表达 式 ,可 得 正规 化 振 型 
Ww = [0.363 70 0.636 44 0,818 221T 
= [一 1 一 1 0 1 下 


则 此 系统 前 两 阶 固 有 频率 的 准确 慎 为 
地 一 0.120 61 之 {准确 到 第 5 位 数字 ) 
加 一 1 全 
nr 


噶 而 易 见 ,用 李 兹 法 进行 坐标 缩减 是 一 个 很 有 用 的 概念 , 它 是 对 多 自由 度 系统 国有 特性 进 
行 工 称 计算 的 有 效 方法 之 一 ,应 用 这 一 方法 ,也 可 以 将 连续 系统 的 假设 振 型 % 简 化 为 有 限 个 满 
中 位移 端点 条 件 的 独 并 的 振 型 函数 加) 的 线性 组 合 . 即 


Yr} 一 >》 Agr) 
re 


一 16 一 


式 中 4, 是 待定 参数 .通过 计算 连续 系统 瑞 雷 商 的 极 小 值 可 确定 4., 使 假设 振 型 与 固有 振 型 相 
拟 合 ;从 而 将 求 连续 阔 数 Ctz) 的 问题 转化 为 求 4 个 特定 参数 4, 的 问题 ,将 无 穷 多 自由 度 的 系 
统 转化 为 二 个 自由 度 的 离散 系统 来 处 理 。 


3》3.6 系统 对 初始 条 件 的 响应 





计算 此 种 响应 的 基本 思想 是 ,在 求 得 系统 的 固有 特性 后 , 先 将 (3 - :9) 式 表达 的 硬 合 形式 
的 无 阴 尼 自由 振动 方程 ,利用 正规 坐标 变换 或 主 坐 标 变换 ,改写 成 (3-90) 式 或 (3 84) 式 所 表 
过 的 去 碍 形式 的 = 个 独立 运动 方程 ,再 将 初始 条 件 也 进行 正规 至 标 吉 主人 至 标 变 换 , 得 到 新 坐标 
系 的 22 个 韧 始 条 件 表 达 式 。 此 时 ,从 (3-91).(3-96) 式 可 以 看 到 ,系统 的 初始 条 件 响应 也 只 有 
2 个 未 知 数 , 故 利用 初始 条 件 完全 可 以 确定 它们 。. 现 以 正规 坐标 形式 来 说 明 . 

对 于 正定 系统 ,自由 振动 解 由 组 主 振动 登 加 而 成 . 即 


4 一 Hp 十 H' 2 十 se 十 Fi 十 a 十 Hp, 








而 正规 坐标 六 由 (3-91) 式 知 
7 一 加 cs 十 和 sinowe 储 一 二 2) 


对 于 半 正 定 陛 统 ,这 2 组 主 振动 中 有 一 个 或 几 个 鸭 有 频率 为 零 ,它们 相应 的 -个 或 几 个 十 

振动 就 时 (3- 96) 式 的 形式 , 即 
p= Yo, + Poit 
故 确定 初始 条 件 响 应 有 2 个 来 知 数 名 与 (i 二 12,…,n), 而 初始 条 件 也 有 2n 个 . 
当 1 二 了 9 时 有 
gi(0) = gus (0) = gos (f= 1,2,.0 1) 

因为 3 一世 
故 在 正规 华 标 下 初始 条 件 的 表达 式 为 

Do = ge = Hg (3 108) 
这 样 ,正规 华 标 上 向量 n 就 可 以 确定 ;再 利用 {3 - 92) 式 , 可 得 到 韧 始 条 件 引 起 的 原始 坐标 下 的 
响应 。 

例 3-5 图 3-13 所 示 鸭 一 简化 的 飞机 模型 ,MM 为 机 身 部 分 等 效 质 量 .rm 为 机 避 部 分 的 等 
获 质 其 ,由 均 邱 的 无 质量 梁 连 接 , 求 该 系统 在 
铅 垂 平面 内 伐 横 向 弯曲 振 玛 时 的 固有 特性 和 
对 初始 条 件 a60) 一 [0 0 0j],g(0) 一 
[i 0 vw] 的 自由 振动 响应 , 设 :m = Mi 
一 上 二? 梁 的 弯曲 刚度 为 EJ ,不 考 虚 阻尼 。 

解 取 横 向 位 移 ya 33 为 自 静 平衡 
位 置 起 算 的 广义 誉 标 ,由 结构 力学 知 系统 的 
刚度 矩阵 与 质量 和 矩阵 为 图 3 

































































一 3 3 mm 0 遇 
K= 句 | 一 3 se 
i TI 
| 人 2 0 
由 方程 (3 - 63) 条 频率 方程 为 
3E7 _ _ 3EJ 3EJ 
2 要 3 
-学 | 
展开 上 式 解 得 特征 值 
入 一 0， 加 一 0， 为 一 汪 认 
将 ,为 . 加 居 人 人 主 振 型 方程 (3…81), 令 由 ?二 1， 和 
开 
‘1 一 | | 下 一 1 [rd ~ |_ > 
We 
可 见 $1 为 刚体 旋转 ,$3 为 刚体 平移 。 
则 模 态 矩阵 由 与 固有 频率 为 
1 1 1 
中 = 0 1 | th 二 = 0 m= 
i--1 1 1 
而 (= vem C= Vim C= vim 
即 干 规 兹 模 态 短 阵 根据 (3 -85) 式 可 写成 
「 1 1 1 3 「 1 1 1 】 
VI Vom im VE V3 Ve 
= 0 1 -2 __1 0 _l 2) 
vam vem| ym v3 v6| 
| 一 1 1 1 1 1 1 
Vim va3m vim) v2 v3 二 








由 (3 87) 式 可 得 





| 
必 总 
总 心 
写 安 

| 
中 











-一 后 全 一 - 















































， 一 上 
V2 | 
1 1 1 
Vm 73 广 73| (3 109) 
1 一 2 1 
Lv v6 ve 
由 初始 条 性 ,利用 (3 -108) 式 得 正规 坐 标 下 的 初始 条 件 
ro) 了 
[ 
0 2 | 
n= Hip = ,0 m= Vm v3 
0 _20_ 
v6 
应 用 (3 -96).(3-91) 式 得 
=0 六 一 2 好 一 Vm Gino 
由 (3 -92) 式 可 得 原 坐 标 系 表示 的 响应 
1 1 1 ] _ 
A A 0 [2 + 十 snert| 
i 2 ; 
"上 0 方 元 /mI Va 一 也 2 — Esinees 
ye ” 一 1 1 1 2 USINat 1 、 
有 bd 
3§3 多 自由 度 系 统 的 阻尼 





本 章 前 面 讨论 的 问题 都 是 无 阻尼 振动 情况 ,无 论 是 进行 主 坐 标 变换 还 是 正规 坐标 变换 ,都 
没有 考 虐 阻尼 。 而 在 实际 工程 中 :对 于 线性 结构 的 多 自由 诬 振 动 响应 问题 ,往往 不 能 忽略 险 尼 
的 作用 ,特别 是 当 激 励 频率 接近 于 系统 固有 频率 时 ,阻尼 更 显得 重要 .但 是 ,由 于 各 种 阻 龙 力 的 
机 理 比 较 复 杂工 程 上 常常 将 各 种 阻尼 力 简化 成 与 速度 成 正比 的 帖 性 阻尼 力 ,阻尼 系数 :出 由 
各 种 理论 与 经 验 公 式 算出 ,或 直接 用 实验 测定 ,此 时 , 带 若 性 阻尼 的 多 自由 度 系统 的 自由 振动 
微分 方程 如 {3 - 37) 所 和 未 


Mg+Ca+Kg=me6 {3- 37) 
式 中 有 阻尼 和 矩阵 的 形式 一 般 为 
Cy Cl Cy in 
Gar Caan Cay "Can 
Ce ea Ca Cy Cn 13-110) 
Cn ne Cn ar En 


瑚 且 为 对 称 的 正定 年 阵 . 系 统 引 和 人 阻尼 和 扼 阵 使 动态 分 析 更 加 复杂 。 如 果 对 (3 - 37) 式 进 行 正规 
坐标 变换 , 则 可 得 
-- B90 一 


五 二 CT 二 An 一 月 ‘3 111) 
式 中 Ci 一 一 正规 举 标 下 的 阻 虹 矩阵 
且 Cs 一 HCH 1 
一 般 说 来 ,Cw 不 是 对 角 算 阵 ; 故 (3 -111) 式 荐 一 组 速度 项 开 相 耦合 的 送 动 方程 .这 就 是 阻尼 态 
合 现 象 .下 面 介绍 使 阻尼 耦合 解 斐 的 方法 。 
1. 比例 阻尼 
与 质量 乍 阵 或 刚度 矩阵 (或 二 者 的 线性 组 合 ) 成 正比 的 阻尼 称 为 比例 阻尼 ,也 称 线性 阻 
尼 . 其 表达 式 为 
CoaMd+t+ak 3 113) 
式 中 .sa 为 比例 常数 ,将 (3-113) 式 代 人 (3 -112) 式 得 
Cv—=adltan 
将 上 式 代 大 (3=-111) 式 得 
了 十 ra 十 aa 十 An 一 4 (‘3-111) 
或 
Ca 二 am)h+ 0 (1,2,n) 
显然 .03- 114)》 式 已 使 原 方程 解 硝 , 可 作为 一 组 单 自 由 度 共 统 来 处 理 . 系 统 的 响应 则 是 这 些 单 
自由 度 系 统 所 给 出 的 响应 的 释 吉 。 
2， 振 型 阻尼 ( 模 态 阻尼 ) 
使 正规 坐标 的 租 尼 和 抢 阵 对 角 线 化 的 最 简单 方法 是 将 Cnx 的 非 对 角 线 元 素 近 似 地 帘 为 等 .十 
是 有 





下 CR 0 Cl 0 | 
MTC CO | 
C ~ Ci = . = 3 15) 
.0 jar 0 Ca 
式 中 C3% 正规 振 型 阻尼 矩阵 ; 


Cw 一 第 nn 阶 正规 振 型 的 图 尼 系 数 。 
在 阻尼 比较 小 而 且 系 统 各 阶 固 有 频率 筱 此 不 相等 又 不 很 接近 时 ,这样 处 理 Cx 在 动态 分 析 
中 通常 能 得 到 关于 系统 运动 规律 的 很 好 的 近似 解 ,显然 ,用 GC% 代 竺 Cu 代 人 (3 111) 式 , 即 可 
使 之 解 三 ,为 了 使 鲜 蜀 后 的 运动 方程 类 似 于 单 自由 度 积 统 的 运动 方程 , 特 引 人 符号 名 。 因 为 规 
定 第 : 阶 振 型 的 阻尼 系数 Cs 为 


Co 一 HCN = 中 内 (3 116) 
赦 
26 60 0 ] 
C» 一 2 ‘3 17) 
0 2 
(3 -111) 式 王 改写 为 
节 二 路 人 站 十 加 一 站 一 2 {3-118) 


-一 7D 一 








b= Ch 2 3 119; 

武 中 5 为 第 i 阶 正规 坐标 振 型 阻尼 比 , 对 于 呢 阻 尼 系 统 , 一 般 假 定 0 志 5 之 0.20, 在 实际 动态 分 
本 时 ,通常 用 实测 或 参考 已 有 资料 假定 的 办 法 来 络 出 各 和 阶 振 型 的 刀 . 能 用 此 法 处 理 的 阻尼 称 为 
振 型 阻尼 ， 

如 果 需 要 原始 党 标 才 示 的 阻尼 所 阵 C, 可 利用 (3 -112) 式 得 到 

C= [TIE ss TCR 

但 念 阵 求 道 工 作 有 量 大 , 现 做 如 下 改造 : 

根据 (3 -109) 式 知 

太一 三 4 
则 有 C= MM ~ MCA 
再 将 (3 -117) 式 代 入 上 式 , 可 得 
C= MD ar TM 

在 实际 计算 时 ,上 式 的 求 和 通常 只 需要 涛 虑 前 若干 阶 基 本 振 狸 与 相应 的 固有 频率 .这 相当 
于 假设 系统 的 高 阶 振 型 组 尼 值 为 零 。 

3. 粘性 阻尼 系统 的 复 模 态 方法 

本 方法 的 基本 思想 是 ;通过 建立 状态 向 量 了 将 粘性 阻尼 在 原始 举 标 中 的 # 个 碳 合 弄 自 由 
振动 方程 组 改造 成 具有 复 特征 值 的 非 耦合 的 一 阶 微分 方程 .在 此 基础 上 ,可 建立 具有 2z 个 特 
征 值 的 特征 方程 式 , 从 而 导出 复 模 态 和 抑 阵 .利用 复 模 态 矩阵 的 正 交 福 , 即 可 使 状态 向 量 表 达 的 
振动 方程 解 看 。 

如 前 所 述 , 建 立 在 原 广义 坐标 向 量 ? 的 基础 上 的 地 阶 有 阻尼 自由 插 动 方程 组 可 写成 

MTC9 十 EC 一 0 

此 时 她 是 奈 合 的 ,可 以 上 共有 一 般 形式 ,而 且 训 ,CK 是 n 阶 对 称 的 .为 了 建立 新 的 解 砚 形式 的 运 
动 方 程 ,可 将 原 方 程 改 写成 


[< (3 -120 
M CJiLsg 0 Kilg 0 

22 X22n 2 Xl na XxX2n 2nX1 2nx1 
引 人 2x X 1 阶 的 状态 向 量 了 , 令 


og 0 —M 0 
Y= 下 二 B= 13 121) 
Cc 4 KK 
则 (3 一 102) 式 可 写成 
AF + BY=10 《3 -122) 


这 样 ,原始 坐标 下 的 4 个 二 阶 运动 方 程 被 转 忙 成 (3 - 122) 式 所 表达 的 2x 个 一 阶 方程 .并 称 
(3 122) 为 状 访 方程 .用 4 左 乘 (3 一 122) 式 两 边 , 并 设 
H=— A-1B (3 ]23) 





则 可 得 
站 一 号 7 一 站 3 121) 
为 了 求 特 征 值 ,由 被 分 方程 理论 可 假定 上 式 的 解 为 








F 一 ye” 


nxl1l hxl (3 125) 
式 中 7 了 为 复数 ,为 共有 复数 元 素 的 (2x X 1) 阶 的 模 态 向 量 ,将 (3-135) 式 代 入 (3 一 124) 式 得 
DI~- Hy=10 13 - 126) 


则 特征 方程 为 | 
At 一 1 一 下 | 一 1 
在 弱电 尼 情 襄 下 ,此 方程 有 复 花 形式 的 2n 个 特征 值 .将 它们 代 人 53-126) 式 , 即 可 得 到 相应 
的 特征 向 量 业 ,因为 下 是 2xn 阶 的 , 故 有 2x 个 模 态 向 量 ,它们 组 成 rn 对 共 亏 复数, 将 2x 个 模 态 向 
量 组 侣 起 来 , 即 得 到 复 模 态 矩阵 于 已 
和 一 [WwW WW Wn 43 一 127) 
模 查 向 量 对 4 入 是正 变 的 ,更 证 明 如 下 ， 
将 (3 -125) 式 代 人 (3 -122) 式 , 消 去 公 因 子 e" 得 
4w By=0 
对 于 第 ”> 阶 模 态 与 第 * 阶 模 态 ,将 六 与 六 代 和 人 上 式 得 
AV, 十 By.= 人 0 
. YA By,= 人 0 
将 第 一 方程 左 箭 好 并 将 结果 转 置 ,用 炉 左 莱 第 二 方程 得 
ri Ay, + Way = 0 


(3 ~ 128) 
YAL + wwBw=0 
将 两 式 相 减 得 
OA.=0 
当世 一 入 时 .由 上 过 得 
WiAW, = 0 {rs 0129) 
经 过 类 似 的 推导 可 得 
WITH 一 0 Gs) 4 


《3 一 129) 式 与 (3-130) 式 表明 ,粘性 阻尼 系统 对 4, 下 有 正 交 性 。 此 二 式 与 (3-76) 式 .5 777) 
式 类 似 ; 当 -一 5 时 ,此 二 式 不 再 为 零 值 ,应 用 复 模 态 对 4, 刁 的 正 交 性 ,在 组 成 复 模 态 此 阵 Y 后 ， 


即 可 得 到 
mA 从 
YAY=| 4 | YTrBY 一 五 {3 31) 
L | 
国 _ " 
式 中 : 忆 四 B | 为 对 角 拓 阵 。 这 时 只 要 站 人 新 的 状态 向 量 Z, 令 
， AN 上 
Y= YZ (3- 132) 
则 状态 方程 (3 - 122) 在 代 人 (3 ~132) 式 后 就 变 成 


4y2 + BYZ=0 


可 见 送 动 方 程 被 解 焕 , 变 成 一 组 非 看 合 的 一 阶 微分 方程 ,不 过 方程 的 阶 数 较 原 系统 增加 了 
一 倍 。 


习 题 


3 一 1 如 末 5 习 题 3-1 图 ) 所 示 弹 德 质 量 系 统 , 当 最 zza 和 < 为 广义 掌 标 时 , 试 列 出 系 
统 的 运动 方 狂 。 设 加 一 Wo 一 2 一 炽 和 二 如 一 有 一 大。 
mn 0 站 
性 mm | 
0 0 nm 
TT 2 一 下 0 
下 二 | 一 上 2 - 
.0 一 上 
2 = [Q, QQ, QJ ， 
X=[x x zx] 
MY + KY=0 习题 3-1 图 
3—2 如 衬 上 题 沪 为 用 广义 坐标 ,si 一 敬一 避 一 和 zs 一 2 一 2 试 列 出 系统 的 运动 
方 稚 ,并 与 上 题 所 得 方程 相 比 较 。 


答 : MM= 











3m 2m m 和 0 站 
条 Q, 十 人 QQ， QQ 下 . 
2 mm 堆 [lo 0 & 








下 一 [> zs 2z3] MER+ KEY=O 
3-3 两 根 刚性 杆 , 在 号 点 处 镑 接 在 一 起 并 用 弹 殴 支承 (见习 题 3-3 图 )。 候 设 上 一 志 一 
fk 二 二 请 二 上 mi 二 ms 一 现 ) 县 两 村 质量 党 长 度 方 向 均 委 分布 将 吾 点 的 微小 位 务 wW 和 
各 杆 绕 已 点 的 微小 转角 名 和 外 作为 广义 坐标 。 试 求 此 系统 的 质量 第 阵 和 刚度 矩阵 ， 











一 


习题 3-3 
2 — mi/2 mli2 3 由 — Et El 
管 ; = | 一 mj2 mA 0 起 一 [| 一刀 Aki 
L nui/2? 人 miz /3 Ri 0 Re: 








3 一 4 试 求 题 3-1 所 给 系统 的 名 阶 固 有 涟 频率 及 主 振 型 。 





答 ， 0.445 和， ,147 4, ao/ 
4 一 [0.445 0.802 1.000 了 
4 一 [一 1.247 一 0.555 1.000]" 
$ 1 一 T1.802 — 2.247 1.0007 
3-5 试 求 题 3-2 所 给 系统 的 各 阶 申 有 图 频率 及 主 振 型 ,并 与 题 3-4 所 得 结果 相册 装 ， 
一 一 一 


ik | 天 | 天 
芍 ， 0,445 YW， 一 了 247 人均 “31, B02 


$= [2.247 1.802 1.000] 
$2? 一 [一 0.802 0.445 1.0007 
$3 一 [0555 一 1 347 1.000]" 
3-6 试 求 题 3-3 所 给 系统 的 固有 疼 频 宁 。 
答 ， 名 一 (3 一 Y3) 区， 加 一 中， w= (31 V3) 2 
3-7 在 图 (习题 3-? 图) 所 示 模 型 系统 中 ,假设 质量 邮 与 名 个 mm 都 只 能 沿 廊 市 向 肥城 、 
波 确 定 系统 的 固有 图 频 认 各 相 应 的 振 型 ,要 求 各 报 型 满足 正 交 性 条 千 。 


, 站 [CM 十 3m)k 
答 : 全 一 0， 全 末 m= 一 mM 
T 


pg =I 1 1 1] 
由 ”一 -0 一 2 1 1 








p= 0 一 1 17 
， 全 
$= [- 有 11 1| 





习题 3-7 图 习题 3-8 图 


3-8 试 求 图 (习题 3-8 图 ) 所 示 弹 更 质量 系统 的 固有 圆 频 率 及 主 振 型 . 设 吕 一 也. 上 . 
RA = dn, 





fe 人 [sk 
签 ， VA om DY ws 


J $= —1 00 0 


一 ?4 一 ,一 


| 
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= 








工 1 [1 1 
营 : 2 一 0.17811.802 页 cos(oyl 一 由) 一生 810|10.445 天 cos(ot 一 由) 十 
iz, {2.247 — 0. 802 
[1 
F 
0.113|— i.247 CSC 一 成 ) 
1L0. 558 


0 = 177°39 ,0 = 87°3' ,0 = 7°30 


z, 2 EE 
二 | 如 点 F 
-全 |= 上 从 | 
E1 Fr777zr7 OG TI i Tr 
习题 3-11 图 





第 四 章 连续 系统 


34.1 前 


HL 


实际 上 飞行 器 结构 的 质量 元 件 与 无 质量 弹性 元 件 不 是 明显 分 开 的 ,而 是 有 连续 分 布 的 质 
量 及 刚度 ,或 者 分 布 质 量 及 集中 质量 都 有 .在 数学 上 需要 用 时 间 和 空间 坐标 的 连续 函数 来 描述 
它 的 运动 状态 ,因而 所 得 的 运动 方程 是 偏 微分 方程 ,本 章 对 连续 系统 作 导 论 性 的 介绍 ,主要 介 
绍 连 续 体 运动 方程 的 建立 及 其 振动 性 质 , 所 涉及 的 课题 与 针 自 由 度 系 统 相 似 ,并且 只 讨论 线性 
连续 体 模型 在 稳定 平衡 位 置 附近 向 微 幅 振动 , 它 必 须 满 足以 下 条 件 ; 


(1) 材料 是 均 护 .连续 、 各 向 局 性 的 ; 


(2) 在 所 有 情况 下 应 力 都 不 超过 弹性 极限 ,并 服从 虎 克 定律 ; 


《3) 变形 是 微小 的 ,并 满足 连续 条 件 。 


8$4.2 标的 纵向 振动 


本 节 只 限于 讨论 受 轴 向 激励 的 等 截面 细 长 杆 ,如 图 4-1(a) 所 示 。 由 于 轴 向 力 的 作用 , 沿 着 


杆 的 轴线 方向 将 产生 位 移 zx, 它 是 位 置 与 时 昭 
:的 函数 . 设 在 女 时 志 点 z 及 工 十 4z 处 的 轴 向 


位 移 为 :及 * 十 玉 dz, 对 应 于 这 两 点 的 内 力 为 
NN 入 十 dx, 如 图 4-1(b) 所 示 , 由 席 克 定 
律 知 
N de 
趟 中 入 一 zc 处 的 轴 向 力 ; 
4 一 杆 的 横 截 亩 积 ; 


五 一 一 弹性 模 量 。 
由 牛顿 第 二 定律 知 
dm 3 ~ N + 全 dz 一 (4 -2) 


式 中 dm 为 微 元 dz 的 质量 . 若 p 为 单位 体积 质 
量 , 则 有 

dm = pAdz 
将 上 式 代 人 (4-2) 式 , 化 简 后 得 运动 方程 





(Ba 





?7 一 




















Fu 9 区 2 , 

绪 一 站 [4E 疙 | 1 -3) 
由 于 .1 五 是 常数 ,故人 4- 37 式 可 写成 

a 4 0 


式 中 为 弹性 纵波 沿 x 轴 的 传播 速度 ,日 oz = 二。 


(4 -4) 式 是 典型 的 波动 方程 ,可 用 分 离 变量 法 求解 , 设 
uxt) = $CzIP) (4 5) 
式 中 #z) 只 是 7 的 函数 , 称 为 特征 函数 或 捧 型 酒 数 ,P() 只 是 时 间 + 的 通 数 ,决定 着 振动 过 程 . 
将 (4 -5) 式 代 人 (人 4-4) 式 得 





a dBCz) 1 dP() 

gz) dr PU) dr 
因 上 浇 完 边 与 1 无关, 右边 与 工 无 关 , 故 每 边 必 须 是 一 常数 ,需要 把 常数 假定 为 负 实 数 一 ,上 
式 才 有 非 零 振动 解 ; 于 是 由 上 式 可 得 两 个 常 微分 方程 








di$(z) wi ss 
J + = 0 C1 64) 
2 

+ PO) = 0 (1 68) 


由 (4 ~- 64) 式 可 解 得 振 型 汞 数 
$x) = Csin 这 + Cacos tl 7 1) 


式 中 积分 常数 Ci ,Cs 由 边 愉 条 件 决定 .而 (4- 68) 式 与 单 自 由 上 度 无 附 尼 自由 振动 形式 相同 ,其 


解 为 
Pl2) = Csinwt 十 Cacosat 4- 78) 


积分 常数 C;;,C, 由 初始 条 件 决定 ,显然 ,(4-74) 式 与 (4-7B) 式 是 通过 圆 频率 互相 联系 的 ， 
将 (1- 7) 式 代 人 (4-5) 式 , 即 得 到 (4 ~ 4) 式 的 解 


tt) 一 | Csin 全 + Cacos = 《Cssiner + Ccoswr) ‘1-8) 


杆 作 纵向 振动 的 典型 边界 条 件 见 家 4-1。 























表 4-1 
端 部 状 达 左边 界 条 件 右边 界 条 件 
男 定 ut.t} = 0 wl) = 0 
自 由 包 一 0 0 | 
弹 篮 载 苟 ku = EA 宇 | ku oF 如 
惯性 载 区 四 一 A 全 m2 一 -E54 多 


用 图 1-2 说 明 漳 先 与 慢性 载荷 .例如 , 带 有 乙 性 载 敬 时 .属性 力 等 于 杆 中 变形 所 引起 的 力 ，。 
例 4-1 长 为 /的 等 截面 直 杆 左 端 固定 而 右 端 通过 刚度 为 的 弹簧 因 定时, 试 求 系统 的 轴 
一 了 名 -一 











向 振动 固有 特性 (图 4-2(a))。 


一 
上 一 上 
{a) Hu 二 
«by 
图 4-2 

解 ”由 表 14-1 可 知 杆 的 边界 条 件 为 

左 端 二 0 w= (0) =0 gi0)=0 

右 端 x 一 / EA SH? 一 一 pp) 
将 上 述 边 界 条 件 代 人 (4-?74) 式 ,得 Co 一 0 及 


EA cos ot = -一 ksin Ee 


由 上 式 可 根 锯 什 和解 出 不 同 的 固有 加 频率 , 称 为 频率 方程 ,例如 一 0 时 相当 于 自由 端 ,频率 
方程 为 cos 从 = 0, 可 解 出 无 限 多 阶 奢 有 频率 


2n 一 | 五 
2 一 (2n 二 0 (R= 1 29) 


相应 的 据 型 为 





























P(X) 一 Asin x (2 = 1,2,3,°*) 


前 三 阶 主 据 型 如 图 4 一 3(a) 所 示 。 


如 果 &《 一 co, 该 边界 相当 于 固定 端 , 频 和 




















nx jE 2 3， "| , 
i f 所 站 《1 一 1,2,3, 2 


相 谱 的 主 振 弄 (a) ch) 


Cr) 一 ,Sin Tz 《六 一 3 图 本 一 了 


ar) 
扎 然 ,连续 系统 的 固有 频率 及 主 振 型 有 无 穷 多 阶 。 


34.3 梁 的 横向 振动 


梁 的 烧 向 振动 就 是 等 截面 细 直 梁 的 次 曲 振动 .假定 梁 各 截面 对 称 , 且 形 心 的 连 线 ( 即 轴线 ) 
是 坦 线 ,振动 中 轴线 始终 在 对 称 平面 ( 即 roy 平 面 ) 内 ,如 图 4-4(a) 所 示 .这 时 只 研究 梁 的 弯曲 
变形 ,不 堵 虑 剪 切 变形 与 转动 惯量 的 影响 ,材料 力学 的 平面 假定 仍然 有 效 , 也 不 考虑 截面 缆 中 
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性 轴 转 动 的 影响 ,因此 , 梁 上 各 点 的 运动 只 需 用 其 轴线 的 烧 向 位 移 w(x,1) 来 描述 ， 
一 、 运动 方程 


设 卢 为 单位 体积 质量 ,EJ 为 截面 抗 弯 刚度 ,4 为 模 截 面积 ,PP 为 单位 长 度 上 的 分 布 上 , 皮 微 
元 dr 研究 ,其 受 力 图 如 图 4 一 4(b) 所 示 , 辕 中 
和 zt) 为 前 力 ,M(x,t) 为 弯 答 ,各 力 的 正 向 如 
图 所 示 。 外 牛顿 第 二 定律 知 , 微 元 沿 y 方 向 的 运 
动 方程 为 

Q (a dz| Pdz = pA 383dz 





和 
简化 后 得 
dw 到 - 
nA 二? (4-9) 


由 于 忽 咯 截面 转动 的 影响 , 考 虚 微 元 在 
tz 一 dz) 点 处 力 短 的 平衡 可 得 


M+ 汪 dz 一 MeQdz=0 


化 简 后 得 
af 
总 一 天 
将 上 式 代 入 (4 -9) 式 得 
Fu FM 
wr—P (4—10) 
由 材料 力学 知 , 梁 的 弯 短 与 其 曲率 有 下 列 关 系 
: Fw 
EST =M 
将 上 式 代 人 (4-10) 式 , 则 得 业 横 向 振动 的 运动 方程 
[E79 |+ pA 呈 = P(r,t) (11) 
如 果 不 存 在 外 激励 , 则 其 无 基尼 自由 振动 方程 为 
~ rw ] 
六 [ 下 守 ] 
于 等 截面 均 质 直 梁 ,A ,Pp,EE,J 均 为 常数 。 仿 红 一 EipA, 则 C4 一 12) 式 变 成 
de 2 Fe 


Fr ta Bi 《1 -13) 





Pe! 





+ pA =0 (1 12) 


二 无 阻尼 自由 振动 及 主 振动 


(4 -13) 式 的 求解 可 采用 分 离 变量 法 .假定 解 具 有 下 面 形 式 
WET) = Tg 
将 上 式 代 人 (4-13) 式 , 亿 简 后 得 
aldys 1dig 
ddr 9 df tl 11) 





村 





根据 (4 -~ 14) 式 的 特点 ,此 方程 的 两 边 必须 等 于 同一 常数 . 设 此 常数 为 一 oo, 可 得 下 面 两 个 党 
微分 方程 : 


4 
pg=0 (4 -15) 
2 
9 上 em 一 0 《4 169 


式 中 “8 一 所 = 从 或 o= 产 V 下。 为 症 有 四 频率。 
设 (4- 15) 式 的 基本 解 为 近 z) = e”, 则 特征 方程 为 
“一 =0 

其 特征 根 为 土 认 和 上 上 , 则 其 通 解 为 

$x) 一 Cisinpr 十 Cacospr 十 CsinhBz + CcoshpBz 《+ 一 18) 
这 就 是 梁 机 向 振动 的 振 型 请 数 。 式 中 积分 常数 Ci,C;,Cs,Ci 由 边界 条 件 确 定 .利用 梁 两 端的 四 
个 边界 条 件 可 建立 四 个 线性 齐 次 方程 ,从 而 导出 频率 方程 ,确定 固有 频率 ww 和 主 振 型 $Cx)。 
为 了 求 4), 可 利用 (4 -16) 式 , 它 与 单 自由 度 元 阻尼 自由 振动 方程 相同 ,其 解 为 

g(t) = Cecoswt 十 Cosinat 

式 中 常数 Cs ,Cs 外 初始 条 件 决 定 , 而 且 可 写成 


Qf) = 00) sinot + gl0)cosor {4-19) 
四 此 , 梁 模 向 振动 运动 方程 的 解 为 
WT = {Csingzr + Carospzr 十 Csinhpzr 十 CicoshpBzry》 240) 


[| 





sinwt + gtd)coswt, 


(4 -20) 
由 于 连续 系统 的 颜 率 方程 是 一 个 超越 方程 ,有 无 穷 多 解 , 故 其 固有 频率 及 主 振 型 有 无 旁 多 
阶 . 它 们 也 是 由 该 梁 特 定 的 物理 性 质 . 几 和 何 尺寸 与 边界 条 件 所 决定 的 .其 典型 边界 条 件 见 表 
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咎 4-2 

转 第 梁 右 端 兹 算 梁 右 端 藤 力 

端 部 状 恋 向 要 Aw Ea F 
re rw 

w 入 = 于 M= El QE 
园 定 1 w=0 | ge=0 - 

自 由 + 邮政 如 二 0 
| , _ 

饺 ” 支 w= 0 M=0 

-| - 上 

弹 筑 载 闪 MC—— ko 全 二 下 世 
_. | | 
惯性 上 载 癌 M=0 Qe pa 

















弹 繁 载 荷 的 思 界 条 件 见 图 4-5(a), 惯 性 载 共 的 边界 条 件 见 图 4 -5Cb)。 
例 4-2 求 图 4-6fa) 所 示 简 支 深 的 固有 特性 。 
解 ”边界 条 件 





Fw FF$(0) 








(1 w= 0 一 和 {2) MOD= OD 0 
、 * Ei 
3) wt) = $i} = 0 C4) ME 一 Tt = = 0 
将 以 上 四 个 过 界 条 件 代 入 (4 -18) 式 得 
Cs 一 人 三 人心 
友 
fsinp 十 sinh = 0 
— Csing + Csinhpi = 0 
两 式 相 如 得 


2CssinhB! = 0 
由 士 双 昌 正 驴 菌 数 不 恒 为 霍 , 故 有 Cs 二 0, 则 得 频率 方程 
sinB{ = 0 
它 的 根 为 
Bi = nx (n = 1,2,") 
由 于 二 w/a*, 故 固有 频率 有 无 穷 包 阶 


2mr2 
w= a = 也 tn 一 123) 


令 (4 -18) 式 中 CC 一 Cs 一 0 一 0, 划 相应 的 主 振 型 为 


br) = Csinfr = Cusin| | tno= .23m) {4d 21; 


其 前 二 阶 主 振 型 如 图 4- 6(b)y 所 示 , 这 里 再 次 证 明了 : 连 急 系统 的 固有 阔 宰 和 主 振 型 有 无 突 
多 阶 。 


2 
P.E.T 4 = 常数 
必 





人 














三 、 主 振 型 的 正 交 性 
从 前 商 的 研究 中 可 知 , 连 续 系 统 的 主 振 型 有 无 穷 客 阶 。 通 过 与 研究 多 自由 度 系 统 基本 相同 


-= 名 人 2 一 











的 途径 可 以 证 明 , 连 续 系 统 在 两 个 不 同 阶 的 主 振 型 加 "(z) ,tzx) 之 间 也 同样 地 存在 正 交 性 
(2 下 5 不 过 这 一 特性 将 以 积分 形式 来 表达 。 

以 梁 为 例 . 设 g(r) 和 go (rz 表示 与 如 阶 , 阶 固有 频率 me 相对 应 的 两 个 不 同 阶 的 主 
控 辕 函数 ,根据 i -15) 式 可 得 


dz) ,gen 
ET = ply ”| 





jg {4 -22) 
EJ A = pAg™ (x) | 
将 (4-22) 式 的 第 一 式 乘 以 “Cr), 第 二 式 乘 以 #2?(zx) ,而 后 两 式 相 减 . 再 在 梁 的 全 长 上 对 z 进 


行 积分 得 











2 二 于 Cr 
(ea 一 8) | pAg™ zp" Cx)de 一 | 再 (在 (了 TD 一 
0 
, d'$ ry dig™ (tr) 了 dg'™ (x) d-g' (cy | 
[EP “一 中.r 一 [Ep Ls = 
$2) dz EJ|# Coe a | 
dB Cz) RT, ddr) EB Cr | ni 
dx dxr? | 十 dz dx? (123) 





上 式 右 边 实 了 味 上 是 了 一 0 和 z 一 (的 边界 条 件 。. 对 于 前 面 所 述 的 固定 、 简 支 .自由 端 汪 种 边界 条 
件 的 任意 组 合 ,(4- 23) 式 的 右边 便 等 于 零 。 由 于 当天 夭 站 时 ,oo 关 ww,: 故 由 (4-23) 式 得 


上 
| pAg™ rg rdr oe 0 
总 


| (zp (rdr=0 {1 -24) 
当 m 一 2 时 (4 一 23) 式 自 然 能 满足 , 记 
[eAg* x)dz = M, 


式 中 。 半 一 一 第 x 阶 振 型 的 广 闵 质量 ， 
车 到 #8” ,8 为 正规 振 型 , 则 m 二 时 
J eager 一 1 (1— 25) 
(1 一 24).、{4 -25) 式 甫 明光 的 主 振 型 对 质 重 的 正 交 性 。 
将 (4 -22) 式 的 第 一 式 科 以 8 "Cx) 并 在 梁 的 全 长 上 对 xz 进行 积分 时 有 
| pAg™ (rtrdr 一 | Egm Cz) db a, 一 





、 dpm Cr) | dg Cr dp Cr) | 
fa) 二 了 “一 -一 一 一 一 一 一 
Ep" (tr) ds 0 EJ/ dz dz 9 十 
号 下 人 四 了 人 ttm 
za 全 和 全 -dx (1- 26) 


将 (4 一 24) 式 代 入 (4 -26) 式 , 考 峙 到 边界 条 件 可 知 ,m 关 # 时 


rt ain 2 hm’ 
EI SE (2 E$” Wy -0 (4 -27) 





o dz dz 
‘1-27) 式 表 明 主 椒 型 对 刚度 的 正 交 性 ， 
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利用 主 振 型 的 正 交 性 ,可 以 仿效 对 * 阶 多 自由 度 系 统 处 理 问 题 的 方法 ,将 自由 振动 与 强迫 
振动 简化 为 n 个 单 自由 度 系 统 来 求解 。 


四 . 无 阻尼 强迫 振动 


在 求 得 梁 模 向 振动 的 图 有 特性 后 ,应 用 振 型 生 加 法 可 以 计算 任意 激励 下 梁 的 响应 ,本 节 的 
讨论 也 可 以 说 是 振 型 番 加 法 对 连续 系统 应 用 的 一 例 ,为 讨论 方便 起 见 ,还 是 采用 均 质 的 等 截面 
的 下 菇 ,其 运动 方 浊 四 (21D 吉本 砚 如 下 形式 


EIT + pA 5 P(Ex,t) (4 28) 
设 上 式 的 解 为 wlzx,t) ,系统 固有 频率 为 ,正规 枯 于 本数 为 $Cr) ,正规 坐标 为 加 (2)。 





令 wT) = DP (rE) {4 -291 
nml] 
将 (4 29) 式 代 大 (4 ~28}) 式 
pA VIG) + E71D) 对 Th (0) = POrst) C1- 30， 
由 (4~ 15) 式 知 
中 :9 
EJ 人 = wpA$Cx) 


将 上 式 代 人 (4-30) 式 得 
pa Sgn) 十 PAD ep") = P(x,i) (4 31) 


mm 二] 


将 ‘(4-31) 式 丙 边 困 以 8"?, 并 从 0 至 7 对 工 进行 积分 。 根据 主 振 型 的 正 交 性 , ‘1-31) 式 的 
左边 只 剩 下 二 mr 的 项 ,其 余 各 项 均 为 零 , 故 可 得 一 组 独立 的 常 微分 方程 


二 = n= 1,3 ) (1 32) 
式 中 ” &, 一 对 应 于 正规 坐标 的 广义 力 , 且 
了 
Q.G) = {Pe rdr Cn = 438,80) (4 - 33) 


方程 (4 - 32) 表示 关于 阶 振 型 的 单 自由 度 系 统 无 阻尼 强迫 振动 .由 单 自由 度 系 统 理论 名 
其 全 解 包括 两 部 分 :一 部 分 是 对 应 于 齐 次 方程 的 通 解 , 即 自由 振动 解 ,这 在 前 而 已 讨论 过 ,只 要 
给 定 边界 条 件 和 初始 条 件 , 即 可 求 得 此 响应 。 另 一 部 分 蚌 对 应 于 非 齐 次 方 程 的 特 解 ;在 给 定 激 
励 函 数 P(r,t} 后 ， | 为 此 ,(4-32) 式 的 通 解 为 


Wt) = WocOs wt 十 也 sin 十 Le (CTOSinew, (ft — rdr (1 - 34) 


式 中 6. 分 别 竟 示 广义 总 标 和 广义 过 度 的 初 妈 值 。 由 初始 条 件 决 定 。 将 (4 -34) 式 代 人 
(4- 296) 式 ， 可 得 到 在 初始 条 件 下 任意 激励 PCzyt) 的 响应 
wr = Ds Cr) | pocosan zt 十 Tesino 十 二 e. (Tsinw, 他 一 ndr | Cl -35) 


式 中 刀 , 因 可 以 用 已 知 的 初始 条 件 代 人 (4 - -29) 式 计 算出 来 . 设 初 始 条 件 为 上 一 0 时 ze(z ,0) = 
wo(r) rr,0) 一 toofz)* 由 (4-29) 得 


Wwolr) = DI RON 0) 一 Dg™ (xr) yo 
i 二] 


由 严 1 








将 上 式 两 边 莱 以 dg ,然后 对 工 在 梁 的 全 长 上 进行 积分 ,并 根据 主 振 型 正 交 性 的 家 杰 式 
(4 一 24), {4 一 25), 可 得 


了 
Yo 一 | D4xrerogce2d (一 36) 
0 
用 同样 的 方法 可 得 
1 
0 一 | pavisg "dz (1 -37) 


例 4-3 图 4~?7 所 示 为 一 简 支 梁 , 因 作用 于 中 央 处 的 力 己 而 产生 静 变 形 .已 知 梁 长 为 1， 
弯曲 刚度 为 五 7 ,单位 长 度 策 量 为 pcd, 求 力 已 突然 











取消 后 梁 的 响应 。 
解 ”由 例 4-2 知 简 支 梁 的 固有 频率 为 
一 {rl /Ey 
“= | 1 04 
相应 的 主 振 型 为 


(r= Cusin| | 二 一 了 
为 确定 正规 振 型 函数 ,由 (4 一 25) 式 知 
|eag™ adr = [pal Crsin SE) dr =1 


由 上 式 可 解 得 


则 正规 振 型 汀 数 


$Cr)=,| asin| | 


因为 “一 0 时 梁 处 于 静 挠 度 曲线 状态 , 故 初 始 条 件 为 











(2 一 4 0< 委 xz 所 六 
7 2 2 EE 
EF SA] Fr<l 
由 (4 一 36) 式 知 
了 
到 2 2 
= | pa BE tr ) zin| 字 2 
+ PO 
4 二 双 一 [3iz 4 ~ x) NA zjdz = 
| A 
24 a 《一 ]1 5 Cn 一 3359， 
他 4 
0 (n = 2,4,6,.) 
ho 0 


-一 8 一 一 





将 W049 的 表达 式 代 入 (4 - 35) 式 得 响 庶 


(一 Do" |, :COswf 十 对 po 
n=-1 
汪 / 1 鼠 一 | 
2 fae 人 2 CE coswtsin| Tx| 一 


i 


niET, 









VY pA UN 

Pi 1 nT | 
= coswtsin “一文 
rE 4 (3 i | 


lS 


34.4 人 算 形 薄板 的 横 沿 振动 


计 论 这 一 问题 时 ,我 们 仍然 采用 弹性 力学 关于 和 梦 板 理论 的 全 部 假定 ,坐标 系 如 图 1- 3 所 
未 。 将 板 未 变形 时 的 中 面 规 定 为 xOy 面 ,zx 轴 和 加 平行 于 板 的 了 两边, 规定 板 是 等 辜 度 的 .厚度 


为 占 , 故 板 的 两 个 自 由 表面 为 = 一 上 六。 由 硬 板 理论 知道 , 板 的 挠 度 包 只 与 x,y 有 关 . 故 人 在 动态 
情况 下 翅 是 ,yt 的 函数 ,而 且 沿 工 轴 方 向 的 位 移 分 量 刀 为 








rer ) 
HH 二 一 a | 
、 | 
党 方向 的 位 移 分 是 ”为 
一 | 
i = Ey By ) 
C4 — 38) 
相应 的 应 变 分 基 考 菩 到 (4 -38) 式 
得 
2 
a 
so。 二 和 
a dy 
册页 于 记 
7 一 后. -一 一 图 -8 
， 3 + 天 2 | 


{4 -39) 


Fa SC 

















全 分 ze Fw 
WM =- 上 ozdz 一 D 3 + 
-a dv: ar | 
在 
加 1 Ptr; Fw 
M, = 六 ed Dl 二 | 4 By | > (1-411) 


of DI ew 
H. = H, = [rrde = pia- 力 癌 


了 


式 中 对 :id 分 划 是 单位 长 度 板 虐 伐 工 和 ? 轴 的 麻 矩 , 吾 症 单位 长 度 板 上 的 捏 矩 , 疡 称 为 琉 板 的 
弯曲 刚度 , 且 





轴 Eh: 
20 — py: 


nD 





图 #4-9 
为 了 导出 硬 板 的 振动 微分 方程 , 取 边 长 为 4z ,dy 的 板 微 元 体 ,其 微 元 受 力图 如 图 41- 8 所 
示 。 图 中 各 力 均 表 示 正 向 ,P(x,y,1) 是 作用 在 板 的 单位 面积 上 上 的 外 载荷 ,其 正 向 与 = 轴 方 向 一 
致 ,此 外 , 当 板 作 横向 振动 时 , 沿 z 方 庙 还 有 单位 面积 上 的 镇 性 力 ph ss ,其 中 是 板 的 质量 
密度 , 员 是 板 的 单位 面积 质量 .利用 微 元 体 的 动 平衡 条 件 ,通过 在 = 方 庙 取 平衡 .以 及 对 办 和 
> 输 的 力 生平 衡 ,可 以 推导 出 动 平衡 方程 式 

















ee 十 有 +P = ph | 
2 十 于 一 久 : 一 0 (4 — 43) 
将 th - 41) 式 代 人 (人 -43) 式 , 就 得 到 用 ww 及 其 导数 表示 的 板 单 元 动 平 衡 方 程式 
De + 2 二 襄 ]+ ph SE ~ P(r,t) (1-14) 


式 (4 一 44) 就 是 所 求 的 板 振动 币 分 方程 。 








当 板 作 自 由 振动 时 ,(4 - 44) 可 写成 
ry dw Fw 





+ + dy Da 0 ‘17 45) 
对 于 板 的 动力 学 同 题 来 说 ,wz,y,t) 必须 片 满足 振动 微分 方程 (4 -44) 或 (1 45), 义 满足 
板 的 边界 条 件 。 标 准 的 简单 边界 条 件 有 固定 边 , 简 0 
支边 和 自由 边 三 种 , 现 以 图 4-10 所 示 揭 矩形 平板 ™ 
为 例 加 以 说 明 ， ~/ /7 
硬 
轩 定 边 PE 


下 | 一 : 革 一 0 《对 于 边界 工 二 9, 工 = 二 1 了 


ti 0, 吕 = 0 (对 于 边界 y= 01y 一 可 











ay 加 4-10 
简 支边 
w= 0 一 0 (对 于 边界 工 一 0,x 一 
多 -0 经 一 0 (对 于 边界 y= 0,y 一 性) 
自由 边 
kt 学 入 厂 
+ 0， 2 + (2 m0 (对 于 边界 x 二 0,7 二 4) 
Ft 妾 闻 bp 
有 十 4 一 0 入 十 人 一 的 jar 一 0 《对 于 边界 > 一 93 一 全 


在 实际 工作 问题 中 ,分 析 模 型 的 四 边 可 以 由 上 述 三 种 情况 任意 组 合 。 
对 于 板 的 自由 振动 微分 方程 ,也 可 以 用 分 离 变量 法 来 求解 ,为 此 , 设 方 牺 (4 - 45) 的 解 为 





wtr yt) = Wr, ye Ci 45) 
式 中 玉 一 一 据 型 一 数 
wm 一 - 固有 圆 频率 
i= v—1, 


将 (4 一 46) 式 代 人 (4 -45) 式 得 
¥W WW #W 





b+ = 一 半 字 
rot a KW=0 (4 -47) 

中 r 

a 万 | -4 


与 此 同时 ,将 (4 - 46) 式 代 人 边界 条 件 , 即 可 各 到 用 振 型 务 数 多 表示 的 边界 条 件 。 很 明显 ,只 需 
将 原来 的 边界 条 件 表 达 式 中 的 吧 改 换 成 研 , 即 成 为 所 求 的 边界 条 件 表 达 式 .下 面 以 四 迪 简 支 的 
矩形 平板 为 例 讨论 其 自由 振动 解 . 可 令 此 种 板 的 所 型 晒 数 为 


sin > (mr 和 一 12 3) 449 


显然 , 当 六 和 为 正 整数 时 ,上 式 满 足 四 边 简 支 的 边界 条 件 .将 人 4 -49)7 式 代 人 (41-147) 式 可 
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} pe | A =0 (4 50) 








如 果 W,,n 是 自由 振动 解 的 振 型 阔 数 , 则 必须 使 (4 50) 式 也 能 满足 。 及 因为 14,., 不 恒 等 于 
零 , 卜 有 





“并 至] + 至 站 (1 51) 
根据 上 式 和 (4 -48) 式 可 求 得 夯 有 图 闫 率 
ms 一 到 m? | 2 (mi 1 2 (1 352 





(4 51) 式 称 为 频率 方程 ， 
如 于是 正方 形 板 , 根 据 (4- 52) 式 即 可 得 到 一 系列 的 加 有 频率 








2 万 了 oi 1 8 ID . 
1 a poh’ 12 2 a NV ph 5 0 Nph' 


根据 {44-19) 式 ,各 相应 的 主 振 型 都 画 于 图 411 上。 从 4-49) 式 可 见 , 板 作 主 振动 时 ,其 上 有 
若干 条 在 任意 时 间 ! 挠 度 重 为 堆 的 线 一 一 节 线 ( 即 败 4-11 上 的 虚线 )。 对 四 边 简 支 的 盾 形 平 极 
而 言 ,m 和 # 分别 表 示 x 方 向 3 方向 的 半 波 数 ) 而 Gm -1 和 (x 一 1) 则 分 别 表示 与 7 轴 和 3 轴 
相 平 行 的 节 线 数 , 和 值得 注意 的 是 ;对 正方 板 而 言 ; 当 两 关 nn 时 , 周 有 频 率 是 重 根 ;因此 .对 于 阿 -- 
个 尚 有 频率 , 主 振 型 并 不 是 唯一 的 。 


品 癌 昌明 


图 4-11 
实际 上 ,对 于 板 的 振动 问题 ,除了 少数 精 况 可 以 导出 其 精确 的 解析 解 外 ,在 更 多 情 次 下 要 
找到 其 精确 人 解 的 简单 数学 表达 式 是 非常 困难 的 。 所 以 ,一 般 可 采用 近似 解法 ,如 瑞 亩 -- 李 绢 法 和 
有 限 元 素 法 等 。 








习 题 
4-1 一 等 直 盾 ,长 为 1 单位 体积 质量 为 Pp, 用 一 刚度 为 站 的 弹 锋 巧 挂 ,如 图 ( 马 题 4-] 
图 ) 所 示 。 求 系统 纵向 振动 的 频率 方程。 


管 ， tar| 和 
a | 
4-2 求 图 {习题 4-2 图 ) 示 阶梯 杆 纵 向 据 动 时 的 频率 方程 ,其 中 pi 一 ps 一 点 ， 


好 
答 ; tan 1 
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1 -3 一 等 直 杆 左 端 固定 , 友 端 附 一 重量 为 瑟 的 重 物 并 和 弹 先 相连 ,如 图 (习题 1 3 因 ) 
所 示 . 已 知 杆 长 为 !, 单 位 长 魔 的 重量 为 ?4，, 弹 赞 的 风度 为 & 杆 的 弹性 模 量 为 歼 . 求 系统 纵 交 自 
南 氮 的 频率 方 漆 。 





多 ;EA cos| | — sin| 2 F Ksin| 2 人 | 一 oa = /至 
全 | 和 a 1 a la YY 
砷 
ry As i 
BA 
PisAlHi! 
习题 4-1 图 习题 4-z 图 


: 4 一 等 直 的 圆 轴 , 一 端 固定 , 嚼 一 端 和 祝 转 弹 商 相连 ,如 图 (习题 4-41 图 ). 已 知 绩 的 搞 
担 蜀 度 为 Cj， 单位 体积 重 是 为 了 ,长 度 为 4, 弹 笑 的 刚度 为 大. 求 系统 手 转 氢 动 的 频率 立 程 ,( 代 
示 : 慌 比 村 的 纵向 振动 和 轴 的 扭转 振动 。) 





| wl | Cf, wt | jGg 
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Rilal = 7 





等 : tan 











> GC, 
+ 吾 K 下 
| i -| 
! 工 
习题 4-3 图 习题 4-4 图 


…5 一 息 霄 梁 左 端 固定 , 右 端 附 有 重 物 , 如 图 ( 习 古 4-5 图 ) 所 示 . 已 知 重 物 舟 重量 为 
下 ， 织 的 长 度 为 !, 抗 索 刚 度 为 玉 J ,单位 长 度 重量 为 yY4, 试 求 系 统 横向 振动 的 频率 方 各 

Wor 1 + costBOcoshth) = 名 »_ Eelg 

: gEJP sinCBl)cosh(B) — cos(Bi)sinhe By)’ a “< 7A 

4 6 在 上 是 中 ,如 右 端 改 为 一 弹性 支承 ,如 图 {习题 4-5 图 ), 已 知 弹 赞 刚度 为 下. 斌 求 蕴 
统 横 向 振动 的 频率 方程 。 

机 K 1 cosh(ifi)cos tA!) 
sinh)cosf(B) — coshtBiysinC i) 

4 7 了 该 写 出 图 (习题 4-7 图 ) 所 示 一 端 国定 一 端 滚 支 的 受 的 振 型 函数 ,并 画 出 第 -及 间 
二 验 主 振 型 。 

和 餐 : 了 (zz) = coshtBr) 一 cosfBzr) | a sinh(B ry 一 sinfBz)]， 


cosh(B0) — cos (BL) 闻 机 
Snh(BD) 一 sn 人， 一 927 Bt = 7.069, 











-- 371 一 


a 一 1.0008as = 1.0000 
1-8 试 求 图 (习题 4-8 图 ) 所 示 是 辟 等 二 村 在 固定 端 受到 纵向 支承 运动 #10,1) 一 
dsinet 时 的 稳 态 用 应 。 | 
| Jsiner, a 二 Vs 





i 
管 : wz = dl tan| 全 中 sin| Sz| + eos 
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习题 4-5 图 习题 1-5 略 
J 
0 ni 
于 六 
性 
-| 
MACON 
习题 4-7 图 习题 4-38 图 


4-9 图 (习题 4-9 图 ) 所 示 为 一 长 为 1 的 等 家 图 杆 ; 以 等 角速度 锯 转动 , 菜 肯 时 左 端 突然 
起 定 ,求证 扭转 振动 的 响应 。 
等 BT 二 > Lon 二 ssin| 和 sinw,t 一 

















Bowlif 1 2x .| 3ma 
< sin| Br jsin| 3 +3 二 Sin NT si art 4- 
1 ， 3x 5TQ 

车 3sin| 了 ol sin| D) 直上 + | 





所 
a= 
4- 10 均匀 简 支 梁 在 了 一 c 处 作用 有 一 正 驴 力 Psinet,， 如 图 (习题 4-10 图 ), 求 在 零 初始 
条 件 下 的 动 响 应 。 
营 ; YI2CD 一 Dr) ge) 





in 
$x) 一 sin| 本 
2Psin| 秋 : 
全 人] = A — wi) Siniwt — sinot 





fr 一 Cir) v Ep 
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习题 4 9 图 习题 4-i0 必 


1 -11 均匀 简 支 深 受 图 (习题 4-11 图 ) 示 究 加 分 布 载荷 户 (Y,) = TF 的 信用 .有 半 
动 响 点 ， 


答 ， zhi) 一 Secsin| 于 | 
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| -12 一 廊 长 为 2 的 正方 形 泗 概 ,， 四 边 简 支 ,受到 垂直 于 板 面 的 均匀 分 布 的 激 强 力 4 一 
onsinexr 的 作用 , 求 其 稳 态 响应。 
答 ， Wy S 5 [一 1) 了 ( 
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第 一 盘 “下行 圳 结构 园 有 往 动 特性 分 机 


在 飞行 器 设计 中 ,通过 结构 固有 振动 特性 分 析 与 模 态 试验 ,为 总 体 设 计 和 控制 系统 设计 提 
供 模 态 参 数 . 固 有 振动 特性 分 析 是 解决 以 下 问题 的 先决 条 件 之 一 : 

《1) 外 激励 下 结构 动态 罩 应 分 析 ; 

{2) 气动 弹性 稳定 性 分 析 ; 

《3) 飞行 器 动 载荷 条 件 的 确定 ; 

《4) 控制 回路 分 析 和 结构 .控制 系统 耦合 干扰 分 析 ; 

(5) 飞行 器 内 部 装载 与 设备 的 减 振 设计 ; 

(6) 飞行 器 第 感 元 件 合理 位 置 的 拟定 ; 

(7) 旋转 稳定 飞行 咀 临 界 旋 转速 度 的 确定 。 

改行 器 结构 固有 振动 特性 分 析 有 以 下 特点 。 

《1) 分 析 模 型 复杂 ,其 自由 诽 饮 .造成 这 一 现象 一 方面 是 由 于 飞行 散 结 枸 本身 复杂 ，, 另 、 - 
方面 是 由 于 恬 行 器 内 部 或 它 与 环境 之 间 存 在 着 耦合 的 可 能 性 ,往往 要 求 计 算 前 十 阶 其 至 几 十 
防 西 有 频率 与 振 型 。 

(2) 结构 基本 动力 参量 的 时 变性 .由 于 整个 羽 行 过 程 中 改行 散 结 构 组 万 发 生变 化 5 级 间 分 
元 或 对 接 ), 支持 条 件 发 生变 化 (发 射 导 胃 上 运行 或 自由 飞行 等 ), 燃 料 质量 大 小 与 分 布 发 生变 
化 .环境 温度 改变 引起 结构 刚度 随 之 变化 等 ,都 会 使 固有 特性 在 飞行 过 程 中 不 断 改 变 . 因 此 , 求 
解 时 必须 引入 固化 概念 ,研究 重要 特征 点 处 的 半 有 特性 。 

(3) 非 结构 影响 因素 广泛 存在 。 非 结构 影响 因素 对 动力 加 有 特性 的 影响 往往 不 可 忽视 , 例 
如 ,燃料 贮 箱 钻 性 晶 动 ,构成 既 有 惯性 六 有 弹性 的 分 系统 ; 舱 体 充 压 使 刚度 提高 :办 向 过 载 造 成 
的 轴 压 使 有 效 刚 度 下 降 ; 采 用 自 旋 窗 态 稳定 的 人 造 卫 星 ,其 旋转 部 件 伴 随 的 哥 氏 加 速度 与 向 心 
可 速 诬 使 固有 特性 微分 方程 呈 耦 合 形式 ;离心力 的 存在 引 人 几 何刚 度 ,使 有 效 刚 度 变化 等 ， 

(4) 模 态 实验 具有 重要 意义 。 由 于 飞行 器 结 鬼 复杂 ,拟定 一 个 好 的 分 析 模 昏 是 困难 的 . 只 
有 通过 模 态 试 验 来 验证 分 析 方法 的 正确 性 ,掌握 飞行 器 各 部 分 结构 的 动 行为 特征 ,对 分 析 模 型 
的 拟定 给 出 权威 性 指导 .另外 ,有 些 分 析 方 法 本 身 就 包 售 善 动力 实验 ,例如 : 子 结构 综合 技术 的 
子 辣 构 基 本 条 阵 可 通过 实验 决定 ,全 结构 系统 的 基本 咎 阵 则 由 分 析 决 定 。 

改行 器 铺 构 固有 振动 分 析 通 常 采用 数值 方法 ,常用 的 近似 方法 可 分 酚 大 类 .一 类 是 用 一 系 
列 满足 全 部 或 部 分 边界 条 件 的 独立 函数 或 它们 的 线性 组 合 来 近似 逼近 被 分 方程 的 解 范 数 , 它 
们 不 改变 问题 的 力学 模型 ,而 只 在 解 晃 数 一 级 离散 化 ,这 类 求解 方法 有 瑞 雷 法 、 李 效法 及 振 型 
迁 代 法 等 ,此 类 方法 一 般 计 算 量 较 少 ,计算 精 座 较 低 , 密 用 于 合算 工作 . 另 一 类 则 采用 离散 化 分 
析 模 型 ,将 无 限 自由 度 的 连续 系统 简化 成 集 总 参数 的 有 限 自 由 度 系 统 , 这 类 方法 有 有 限 元 素 
法 .传递 矩阵 法 以 及 由 它们 发 展 起 来 的 动态 子 结 梅 法 .有 限 元 一 传递 矩阵 联 会 法 .RICCATI 
法 等 。 要 简 只 介绍 第 二 类 方法 。 


-一 - 号 号 一 





第 五 章 有限 元 素 法 与 特征 值 问题 


8$5.1 结构 动力 有 限 元 法 理论 与 模型 


一 、 基 本 原理 


在 实际 问题 的 求解 中 ,应 用 最 广 的 是 基于 位 移 的 有 限 元 素 法 .此 法 的 基本 思想 是 把 本 来 为 
连续 的 工程 结构 分 逢 成 在 结 点 上 相 联 的 单元 组 合体 . 取 这 些 结 点 的 位 移 为 基本 未 知 量 ,并 假定 
每 个 单元 中 的 位 移 用 单元 位 移 霄 数 来 描述 ,这 实质 上 是 假定 了 单元 的 模 态 ,在 此 基础 上 .利用 
能 量变 分 原理 可 进行 单元 分 析 的 全 纤 构 分 析 ,得 到 全 结构 的 振动 平衡 方程 ,从 而 把 连续 体 的 动 
力学 问题 化 为 多 自 由 度 系 统 的 振动 问题 .有限 元 动 为 分 析 的 基本 过 程 是 首先 将 工程 结构 离散 
化 ,通过 选择 合理 的 单元 拟定 出 分 析 模 型 ,在 此 基础 上 选择 位 黎 函 数 ,进行 单元 分 析 . 确 定单 元 
的 刚度 .质量 .阻尼 、. 载 苟 和 矩阵 ,再 经 过 坐标 变换 ,通过 能 量变 分 原理 ,进行 全 结构 分 析 , 建 立 系 
统 的 振动 平衡 方程 .最 后 运用 有 限 元 数值 方法 进行 方程 的 求解 。 

结构 动力 有 限 元 法 采用 的 单元 位 移 函 数 与 静 力 分 析 相 同 ,基本 原理 与 求解 进程 也 与 静 力 
分 析 相 网 ,不同 之 处 仅 在 分 析 模 型 的 拟定 与 运动 方 各 的 建立 方面 。 


二 ,动态 分 析 模 型 的 拟定 


由 于 结构 动态 分 析 中 除 考 虑 弹性 力 外 ,还 要 考虑 局 性 力 和 组 尼 力 ,其 运动 方程 是 常 微分 方 
程 组 ,所 以 动态 分 析 的 复杂 程度 高 ,计算 工作 基 大 ,有 限 元 分 析 模 型 要 尽量 精炼 .简单 . 

1. 模型 拟定 的 基本 原则 

(1) 分 析 模 型 应 与 分 析 的 目的 相 适 应 动力 分 析 的 目的 各 不 相册 .有 的 是 为 了 提供 固有 特 
性 计算 动态 响应 或 供 控制 系统 用 ;有 的 是 为 了 舱 内 提供 振动 环境 。 不 同 的 目的 .通常 要 求 不 同 
的 模 态 数 与 计算 精度 ,显然 ,用 于 估算 基本 加 有 频率 的 模型 庶 当 比 计算 冲击 响 应 的 模 型 简单 , 
用 于 设计 计算 的 模型 应 当 比 用 于 校 核 计算 的 异型 简单 。 

(2) 分 析 模 型 应 与 所 用 的 计算 方法 相 适 应 .不同 的 解法 要 求 不 同 的 模型 ,与 传递 矩阵 法 对 
应 的 应 是 链 式 模型 (如 图 5- 1(a)y 所 示 ), 与 有 腿 元 法 对 应 的 则 是 由 不 同 单 元 组 成 的 离散 模型 
《如 图 5 一 105) 所 示 )。 

3) 模型 应 正确 反映 结构 的 实际 特性 .一 个 具 剧 结构 的 动态 特性 ,主要 取决 于 质 基 、 刚 度 
的 大 小 与 分 布 , 取 决 于 结构 边界 条 忻 与 阻尼 特性 .因此 ,模型 应 尽量 保持 整个 飞行 器 .其 至 各 部 
件 的 质量 .质心 位 置 不 变 , 保 证 构造 的 刚度 特性 和 传 力 路 线 基 本 不 变 。 真 实 反 上 分 析 对 象 的 边 
界 和 茶 件 与 嚼 尼 特 性 .因此 ,选取 的 单元 应 保持 其 儿 何 形状 . 受 力 特 性 .变形 特性 与 实际 结构 的 儿 
何 形 状 特点 、 受 力 传 力 特点 .变形 特性 相 一 致 .例如 ,对 于 薄 壁 结构 欣 面 或 元 段 ,不 应 选用 板 . 壳 
单元 来 模拟 蒙 皮 。 

og4— 


《4) 分 析 模 型 应 与 计算 工具 、 计 算 条 件 相 适应 

2. 影响 分 析 模 型 的 主要 因素 

(1) 刚度 分 布 。 飞 行 器 属于 三 维 体 ,但 根据 动态 行为 特征 对 于 县 有 互相 正 交 的 两 个 对 称 面 
的 飞行 器 ,有 时 可 按 二 维 处 理 , 对 于 轴 对 称 性 强 的 导弹 或 发 射 器 , 当 长 细 比 很 大 时 ,往往 下 按 一 
维 模型 处 理 。 但 是 当 具 有 明显 的 局 部 非 对 称 性 或 当 内 部 装载 而 引起 严重 耦 售 现 象 时 , 则 需 考虑 
采用 三 维 模型 ,刚度 的 具体 模型 可 分 为; 

a) 刚体 一 刚度 视 为 无 穷 大 ,如 航 体 内 部 设备 在 进行 全 弹 固有 特性 分 析 时 可 视 为 刚体 ，; 

{b) 集中 刚度 模型 -一 例如 运载 器 级 间 连 接 接头 或 发 动机 连接 支 座 处 .设备 支承 处 等 模 
型 化 为 集中 线 弹 自 或 集中 扭转 弹 段 ， 

(ec) 连续 分 布 模型 - -一 例如 有 限 元 素 法 的 单元 可 采用 杆 . 潜 . 板 . 壳 等 连续 体 ， 

有 限 元 模型 实际 上 是 上 述 各 种 典型 刚度 模型 的 复合 .如 多 组 运载 器 可 简化 为 分 段 连续 、 各 
段 间 用 集中 刚度 连接 的 复合 模型 (如 图 3- 1 所 示 )， 





图 5-1 动态 分 析 模型 示意 图 
Ca) 传递 矩阵 法 模型 ; 《h) 有 限 元 素 法 模型 
1] 一 板 2 一 染 ”3 一 集中 重 录 


此 外 , 舱 体 内 部 压力 、 轴 向 载荷 . 定 斩 旋 转 等 ,将 在 飞行 器 数学 模型 中 引起 附加 收 正 刚度 。 
(2) 质量 分 布 。 
(a) 集中 质量 模型 一 一 特质 量 人 为 集中 到 选 定 的 结 点 上 ,. 它 是 一 个 对 衣 线 和 矩阵 ,其 撒 式 为 
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当 质 量 均匀 分 布 时 ,可 将 质量 平均 分 配给 各 相关 结 点 上 。 如 果 质 量 分 布 不 均匀 (如 图 5 -2 
所 示 ) , 较 简 便 的 方法 是 酌情 规定 各 结 点 所 分 担 的 
区 域 ,然后 再 把 各 区 域 质量 分 配给 各 结 点 。 

因 为 此 种 质量 符 阵 是 一 个 对 角 钱 矩阵 ,便于 
一 维 人 在 贮 和 进行 对 称 分 解 . 对 于 结构 本 身 集 中 质 
量 占 相当 优势 的 系统 ,或 较 格 划分 较 细 的 系统 可 
采用 此 模型 ， 

ih) -一致 质量 模型 ,此 类 单元 质量 秆 阵 为 图 5-2 

Mm.= | ovrwan 


式 中 pp 一 一 质量 密度 ; 
N- 一 单元 位 移 丁 数 箱 阵 。 
它 之 所 以 称 为 一 致 质量 矩阵 是 因为 建立 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 所 用 的 位 移 搬 秆 前 数 是 - 致 的 . 
把 所 有 单元 质量 矩阵 大 加 起 来 得 到 整个 结构 的 总 体质 量 短 阵 .一 致 质量 矩 降 总 是 正定 的 满 。 
飞行 器 往往 存在 非 结 构 质 量 。 例 如 
贮 箱 中 液体 晃动 质量 ,对 它 无 论 是 选用 
当 娠 摆 模 型 ,还 是 采用 弹 筑 质量 系统 ,者 
要 确定 有 效 质量 . 它 是 整个 液体 质量 的 
晃动 部 分 ,一 般 也 以 集中 质量 方式 处 理 。 
许多 复杂 结构 常 采用 一 致 质量 与 集 
中 质 基 的 复合 模型 ,例如 ,图 5-3 所 未 为 
“土星 Y” 所 采用 的 复合 模型 。 
质量 模型 的 选择 通常 要 结合 模型 网 
格 的 珠 密 ,单元 的 种 类 及 结构 特点 , 酷 情 
决定 .-- 般 说 来 ,单元 划分 较 绢 .结构 包 
含 的 集中 质量 (例如 内 部 设备 或 配 重 块 ) 
多 , 则 采用 集中 质量 为 宜 ,如 果 能 用 位 移 同 吕 
函数 名 阵 入 组 成 动态 时 单元 的 真实 变 AAA 架 杆 架 , 杆 14 党 
, , 模型 ”1/4 沈 模型 ”模型 
形 , 则 采用 -- 致 质 量 扼 阵 得 到 的 固有 频 
率 与 揪 型 比较 可 靠 ,而 且 接 近 真 实 值 的 图 53 
二 界 ,与 一 致 质量 抢 阵 相 比 ,集中 质量 称 
阵 的 形成 以 及 以 后 的 运算 都 比较 方便 ,存储 量 少 ,给 出 的 固有 频率 往往 偏 低 , 振 型 计算 的 误差 
较 一 致 质量 矩阵 的 情况 大 ,总 之 ,两 种 质量 短 阵 在 计算 精度 上 的 优 几 很 难得 出 明确 的 结论 ， 
(3) 边界 条 件 。 它 包括 全 系统 的 边界 条 件 和 多 级 发 射 器 级 间 的 边界 条 件 ,出 于 振 型 ,频率 
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对 于 边界 条 件 很 铀 感 ,因而 必须 正确 模拟 边界 条 忻 , 才 能 求 准 实际 飞行 器 的 动力 分 析 结 果 . 自 
由 、 周 支边 界 条 件 较 易 解决 ,难处 理 的 是 弹性 支持 条 件 , 发 射 器 或 导弹 在 发 射 架 1 .其 级 间 连 接 
边界 均 属 于 弹性 连接 边界 ,这 些 边界 的 支持 刚度 对 固有 特性 及 动态 响应 的 影响 较 大 ,一 般 均 需 
通过 地 面 静 力 实验 来 解决 。 

总 之 ,一 -个 好 的 分 析 模 型 的 拟定 , 依 头 于 综合 考虑 分 析 对 象 , 采 用 的 解法 以 及 精度 要 求 , 综 
合 平衡 有 效 性 与 经 济 性 ,经 过 实验 验证 逐步 修正 ,才能 完善 ,合理 地 解决 ,另外 ,对 同一 个 飞行 
大 ,其 飞行 阶段 不 同 , 任 务 疲 求 不 同 ,一 般 变 采用 不 同 的 分 析 模 型 .如 图 5-3 所 示 . 其 中 30 个 自 
1 度 的 集中 质 景 一 维 模型 ,是 在 初步 设计 阶段 和 确定 实验 要 求 时 采用 的 模型 ;而 300 个 自由 度 
的 三维 一 维 复合 ,集中 质量 一 致 质量 复合 模型 , 则 是 为 确立 控制 系统 歼 感 元 件 的 位 置 和 计算 轿 
有 特性 而 拟定 的 分 析 模 型 ,今后 ,我 们 将 连续 柑 型 以 外 的 其 他 模型 系统 称 为 离散 模型 ,因为 它 
们 都 是 用 离散 参量 来 描述 动态 性 能 的 。 

3, 会 理 地 进行 结 点 布置 与 单元 划分 

在 具体 实施 模型 化 工作 时 ,必须 正确 布置 结 点 或 分 制 线 .分 割 剖 面 的 位 置 ,确定 有 人 限 元 网 
格 .实现 工程 结构 的 离散 化 .通常 情况 下 , 结 点 .分割 线 或 分 割 训 面 应 置 于 结构 儿 柯 形状 ,载荷 
以 及 材料 特性 发 生 突变 之 处 。 因 此 , 结 点 位 置 宜 取 在 以 下 位 置 处 : 

(1) 结构 几何 形状 的 指点 ,结构 开 晶 处 ,厚度 突变 处 ; 

《2) 载荷 作用 点 ; 

(3) 应 力 集 中 点 ; 

(4) 结构 的 约束 点 或 支承 处 ; 

(5) 结构 单元 (部 件 或 苓 构件 ) 之 间 连 接点 

《6)》 结构 中 主 疲 受 力 元 忻 之 间 的 相交 点 (连接 点 ); 

(7) 要求 输出 位 移 或 应 力 的 点 。 

在 进行 网 格 划分 时 ,首先 应 选择 合理 的 单元 ,可 供 选 择 的 单元 很 多 。 按 形状 分 可 分 为 一 维 、 
二 维和 三 维 单 元 ,也 可 分 为 直线 边 单元 和 曲线 边 单元 .直线 边 单元 计算 简单 ,曲线 边 单元 容易 
较 好 地 拟 合 复杂 的 几何 形状 ,但 计算 工作 量 大 .另外 ,单元 也 有 高 低 精 度 之 分 。 席 精度 单元 虽然 
计算 精度 高 ,但 自由 度 多 ,相应 的 计算 规模 大 ,拟定 模型 时 ,应 该 在 满足 精度 要 求 的 情况 下 , 尽 
其 选用 简单 的 单元 .而 在 具体 划分 网 格 时 应 考 诬 以 下 内 容 ; 

(中) 结构 特性 (几何 形状 ,材料 性 能 ,边界 条 忻 等 ) 和 引力 变 伦 剧烈 部 位 网 格 相对 密 一 些 . 

(2) 二 维和 三 维 单元 在 各 方向 的 长 度 比 应 尽量 接近 于 1, 并 避免 畸形 单元 .例如 三 角形 单 
元 的 边 长 比 不 应 超过 1: 3, 多 边 形 单元 的 相 邻 两 边 夹 角 不 要 接近 180" 等 。 

(3) 相 邻 单元 的 尺寸 不 宜 相 差 太 大 ， 

(4) 选取 不 间 元 素 相 组 合 时 ,应 考虑 同一 结 点 上 不 同 元 素 间 自由 度 的 协调 . | 

(5) 单元 的 琉 密 要 视 需 要 而 定 , 除 应 力 梯 庆 大 的 区 域外 ,不 应 片面 追求 密 网 格 ,. 以 人 重 缩 小 
计算 规模 。 对 大 型 复杂 结构 ,可 考虑 先进 行 整 体 粗 网 格 计算 ,再 根据 粗 算 结 果 , 对 应 力 梯 度 大 的 
区 域 进 一 步 加 密 网 格 进 行 “ 细 算 ”。 

(6) 在 条 件 合 适时 ,应 充分 利用 结构 的 对 称 性 拟定 网 格 与 模型 ,以 减 小 计算 规模 . 

《7) 网 格 划分 的 结果 应 保证 各 单元 的 尺寸 与 单元 的 力学 特性 相符 合 . 便 如 ,对 于 普通 的 板 
单元 ,其 边 长 应 远大 于 板 厚 ;对 于 梁 单 元 ,通常 梁 的 长 度 应 远大 于 其 截面 尺寸 .如 果 出 现 了 粗 短 
梁 . 则 应 在 单 光 分 析 中 考虑 剪 切 效应 。 
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三 、 运动 方程 的 建立 


采用 瞬时 最 小 势能 原理 建立 运动 方程 。 
1. 单元 分 析 
取 单 元 内 任意 一 点 的 位 移 向 量 y(zx,t) 为 基本 未 知 量 , 它 是 位 置 + 和 时 间 : 的 函数 .由 有 限 
元 千 法 知 
ZE 一 可 (全 人) 5-1) 
而 且 
£= Bg, (5 - 2) 
oo= De CS- 3) 
式 中 N(x) … 一 单元 位 移 播 值 函数 惩 阵 即位 移 示 数 振 阵 ; 
9.(t) 一 一 单元 结 点 位 移 向 量 ; 
69 一 一 依次 为 应 变 、 应 力 向 量 ; 
五 ,及 一 依次 为 几何 矩阵 与 弹性 矩阵 。 
根据 瞬时 最 小 势能 原理 ,系统 在 外 力作 用 于 ,满足 已 知 位 移 边 界 条 件 和 协调 条 件 的 所 有 各 
组 位 称 中 ,真实 的 一 组 位 称 必 满足 平衡 条 性 并 应 使 总 势能 的 极 值 , 即 有 变 分 式 
aT=0 15—1) 
而 单元 总 势能 了 ,为 
H,=U,+V. 4 
式 中 5， 一 弹性 体 应 变 能 ; 
7 一 一 外 截 荷 势能 。 
由 弹性 力学 的 基本 理论 ,考虑 到 (5 -2)、(5 ~ 3) 式 有 
UV, = 刘 gored = 


Baal B' DBdn)g. {0% 6) 
V,=— | Fryan — liBeyde (5- 7) 
re 
式 ‘5- 7) 中 第 一 项 为 体力 项 ,第 二 项 为 外 激励 力 项 。 


式 中 天 一 一 体力 向 量 ; 
P. 一 一 外 激励 力 向 量 。 


而 是 
F=f —Cy— py i - &) 
式 中 .一 一 单元 内 力 向 量 : 
C -一 阻尼 系数 :; 
2 一 一 体积 密度 ; 


了 ,3 一 一 依次 为 速度 向 量 与 加 速度 向 量 。 
将 65-1).(5-8) 式 代 和 人 55-7), 考 虑 到 尔 仅仅 是 时 间 上 的 函数 ,可 得 


T = -- 和 | NTf.dn — 1 NCNadn 一 
nn ni 





下 NpNGAdN) — gf 由 NT™Ede 
将 (5 ~ 97.5 一 6) 式 代 人 (5 -5) 式 得 单元 总 执 能 的 表达 式 ， 


= 二 


9 KA 十 ge Me + qeCeq. — grF. 


式 中 kK 一 由 BDBdN 
只 

好. 一 和 PNTNdD 
和 

C. = MW CN'™NdN 


F. -| Nde + Nfdn 


并 依次 称 KK. M,C ,FF 为 单元 的 刚度 矩阵 ,质量 炬 泗 、 附 尼 和 矩阵 , 绪 点 力 向 量 .。 





考 虚 到 在 矣 时 变 分 情况 下 ，; 
6(g.) = 0， 2 = 
rar ‘TT A 
二 | 上 如 
而 dH, 和 下 十 这 
则 由 55- 43 式 得 
a 
= 


将 (5 - 10) 式 代 入 上 式 得 单元 的 运动 方程 式 : 
Mde + Ce + KG. = F. 
2. 金 结 构 分 析 
首先 进行 坐标 变换 ,通过 有 限 苑 静 力 分 析 中 采用 的 坐标 变换 矩阵 工 得 
9. = Lg. 

式 中 和 一 一 在 总 体 坐 标 下 结 点 位 移 向 量 。 

将 (5 一 13) 式 代 入 (5 -10) 式 得 

= HR + RM, + HCh, 一下. 


通过 相同 的 推导 过 程 可 得 在 总 体 坐 标 于 单元 的 运 机 
斌 ,4 十 五 和 + 天 .9 一 





式 中 六 .二 ML 


C= PC 
R, = LK.L 
FE=i'k, 


(5 — 9) 


(5 -13) 


设 全 结构 具有 的 单元 为 E, 结 点 的 全 部 自由 度 为 N, 划 全 结构 的 总 势能 如 为 


EE E 


= Dn DR) tT DR 


式 中 4 为 全 嬉 构 的 绪 点 位 移 向 量 , 而 刚度 矩阵 .质量 得 阵 、 阻 尼 矩 阵 、 结 点 力 向 基 的 集合 :组 著 ， 
采用 与 静 力 分 析 相 同 的 办 法 , 故 全 结构 的 各 系数 矩阵 可 写成 





M= OM. 
C= C, 
本 
K= > KR 
人 ; 
下 一 YF= YF 
=1 r=1 
此 时 因为 f 对 于 结构 来 说 是 内 为, 所 以 在 全 结构 的 运动 方程 中 不 出 更。 通过 与 单元 人 外 析 相 癌 
的 方法 可 导出 全 结构 的 运动 方程 为 
ad9 十 5 十 天 8 一 大 i 1) 


上 . 式 表 明 在 有 限 元 素 法 中 ,系统 的 运动 方程 与 多 自由 度 情况 相同 ,因此 ,用 有 限 元 素 法 进行 图 
有 特性 分 析 时 , 主 振 型 方程 也 与 多 自由 诬 情 况 相 同 . 由 (3- 59) 式 至 (3 一 60) 式 可 以 看 出 ,系统 
的 主 振 型 方程 有 4 一 旭 和 大风 一 A84 两 种 形式 ,前 者 属于 标准 特征 值 问 题 , 后 者 属于 | 尽 特 
征 值 问题 , 式 中 4 为 特征 值 ,为 特征 向 量 ,因此 ,飞行 器 结构 固有 特性 的 有 限 元 分 析 问 题 显然 
本 以 归结 为 数学 上 的 特征 值 问题 。 


.特征 值 问题 的 基本 计算 方法 


主 振 型 方程 是 -- 种 齐 次 代数 方程 .由 代数 学 知 ,高 于 四 次 的 方程 不 存在 显 解 公式 .所 以 上 
振 型 方程 (特征 值 方程 ) 的 求解 必然 用 到 拓 代 方法 。 是 前 存在 的 各 种 特征 值 解法 ,只 是 采取 的 
迁 代 方式 和 技巧 不 同 而 已 .当选 择 解法 时 ,主要 取决 于 所 要 求 特征 对 的 数目 .下 和 好 的 阶 必 的 
带宽 及 4 是 否 带 状 等 因素 。 根 据 解法 用 到 的 基本 关系 ,特征 值 求解 可 分 为 四 类 ， 

1， 向 旱 选 代 法 (也 称 团 法 ) 

此 法 用 的 基本 关系 式 是 





着 由 一 AM$ tf 二 1,2," 1) 
根据 选 代 格式 不 同 , 此 法 又 分 为 正 向 选 代 . 递 选 代 以 有 它们 派生 出 来 的 移 位 闭 选 代 法 , 瑞 雷 商 
进 代 法 .本 书 介绍 有 代表 性 的 道 选 代 法 。 


2， 变 撞 法 

此 法 利用 特征 向 量 和 矩阵 作 的 基本 性 质 
人 由 一 从 
PMO = I 


式 中 所 是 由 自由 度 系统 x 个 特征 值 组 成 的 特征 值 盾 阵 , 即 
A= diagth ,hn sd) 
府 介 是 由 种 阶 特征 向 量 外,( 振 型 ) 组 成 的 矩阵 
D 一 [中 ,D,,.,D,] 
此 法 分 为 雅 可 比 (Jacobi) 法 .广义 雅 可 比 法 和 带 斯 堆 尔 短 (Householder) 法 等 ,本 章 介 绍 其 有 
代表 性 移 广 六 雅 可 比 法 ， 
一 1o0 一 





3. 多 项 式 远 做 法 
特征 问题 & 凡 = AM 的 特征 值 4 的 一 个 重要 性 质 是 ,特征 值 就 是 下 列 特征 多 项 式 的 要 
POD = det(K — AM) 

利用 特征 值 4 必 须 使 Pu) 一 0 的 性 质 求 解 4 可 采用 显 式 多 项 式 选 代 法 和 隐 式 多 项 式 选 代 法 .由 
计算 机 的 会 入 ,会 引起 特征 多 项 式 的 各 系数 存在 小 的 误差 ,在 显 式 多 项 式 达 民法 中 ,六 些 系 
数 的 小 谋 差 却 会 引起 多 项 式 的 根 有 很 大 的 谋 差 ,因此 在 通常 的 分 析 中 ;时 式 地 由 业 和 上 财 算 出 
特 秆 多 项 式 各 系数 ,继而 算出 要 求 的 特征 值 是 无 效 的 .本 章 只 介绍 隐 式 多 项 式 选 代 法 . 

4， 斯 图 姆 (Sturm) 序列 法 

本 方法 利用 多 项 式 





pA = det(K — AM) 
和 | 
站 (AD = det(K™ -一 AIM™) 
(r= 1,21" ,nC— 1) 
的 斯 图 姆 序列 性 质 [来 求解 ,其 中 户 中 (4m") 是 对 应 下 = 二 AM 的 第 r 个 相伴 约束 问题 的 特征 多 
项 式 ， 

有 限 元 法 存在 的 问题 是 随 着 模型 单元 数 的 增加 和 求解 精度 要 求 的 提高 ,所 要 求 的 计算 机 
容量 和 计算 速度 急骤 提高 .为 此 ,开展 了 太 量 的 研究 工作 ,这 些 工作 主要 集中 在 两 个 方面 :-- 方 
面 是 寻求 快速 而 有 效 地 求解 大 型 特征 值 问题 的 方法 ,例如 ,综合 利用 上 述 典 型 方法 而 发展 起 来 
的 行列 式 搜索 法 . 子 空间 迭代 法 、 兰 索 斯 (Lanczos) 法 等 ,都 是 这 一 研究 的 产物 ; 另 -方面 是 将 
大 型 问题 转化 为 数 个 小 型 问题 的 集合 ,例如 各 种 子 结构 方法 .本 章 重点 介绍 得 型 广泛 应 用 的 子 
宝 间 选 代 法 ,并 棍 供 相应 的 计算 机 程序 。 


35.2 首选 代 法 


设 站 是 正定 的 ,而 好 可 以 是 一 个 有 或 没有 零 对 角 线 元 束 的 对 角质 基 插 阵 ,也 于 以 旺 :个 
带 状 质量 和 矩阵. 若 兰 是 半 正 定 的 , 则 在 选 代 之 前 应 当 站 过 移 位 将 它 变 为 正 完 ( 见 于 守 3 

此 法 的 选 代 基本 格式 为 ， 

(1) 假定 初始 千代 向 量 x 。 

(2) 按 下 列 方式 依次 实施 各 选 代 循环 :一 1，2，) 

Ca) Kixer = Mx {5-18) 
式 中 43 取 1; 它 不 影 啊 特 征 向 量 的 收 钱 。 

tp 将 总 对 型 正 规 化 ,得 下 一 个 造 代 向 量 41; 即 


Xt 一 
Kt] EE {3— 19) 
(xl Mx 


C3) 当 江 ] 与 特征 应 量 $) 不 对 YM 正 变 时 ( 即 LT7 直 | 天 0); 必 存在 : 当 k= | 呆 ， 
Kiri 六 看 
按 (5 -19) 式 来 计算 是 保证 新 的 选 代 向 量 x+ 满足 质量 正 交 性 关系 
KiriMxrt = 1 (3 — 20) 


把 (5 -19) 式 代 入 (5 一 20) 式 就 会 出 现 的 确 满足 此 正 交 性 关系 。 








和 征 值 下 用 广 闵 特征 值 瑞 雷 商 求 得 .由 于 基本 选 代 格式 (5 - 18) 是 从 后 向 前 进 代 i 由 x, 求 
xi. 旋 称 反选 代 法 .反之 , 则 称 为 一 般 向 量 挝 代 法 。 

用 于 实际 计算 中 的 更 有 效 的 计算 程序 为 : 

假定 :二 Mxi 对 大 一 1 进行 如 下 选 代 运算 





天 Xi 一 其 
Pit 一 Mx 
Tr 
一 Tt Pe 
PKAt1? 一 地 
七 fr 二 YeA1 
Pxt+1 


Bitl 一 TT 
(HH 


号 所 设 茹 始 和 迭代 向 量 清 是 六 由 取 09, 则 当局 一 oo 时 有 
i 
PR) 一 入 
例 S-1 求 K 一 Ab 的 由 的 近似 解 
2 一 1 0 0 
一 1 2 一 | 0 





- 下 一 
式 中 0 一 1 2 一 1】 
0 0 一 1 1 
no 0] 
2 | 
NM= | 
9 | 
0 1| 
解 ”首先 将 下 进行 LDL" 分 解 ,以 便于 对 (5~18) 求解 ,得 
rr 1 0 
了 I-—12 1 | 
0 — 2/3 1 | 
0 0G —- 3/4 1J 
[2 ?| 
p= 372 
473 
LO 174 | 
设 初始 送 民 向 量 为 :六 二 LC 1 1 二。 经 验 措 出 , 它 -- 般 不 会 与 页 正 交 。 





将 划 始 选 代 同 量 代 人 适 代 格式 65- 18) 得 





[2 -1 0 of 19 "| 1 
| 2 1 0 | 2 111 
[i | 
:0 1 2 一 1 0 1| 
L 0 0 一 1 1 i0 | i 


引入 上 的 LDL! 分 和解, 解 得 x*; 为 


-12 一 - 








3 
le 
才 ? 一 YA 一 136. 














计算 正规 化 后 的 新 的 选 代 向 量 如 
3 
1 6 
Xs 一 一 -一 
13617 
[8 
按司 样 方式 进行 下 一 个 竟 代 循环 ,得 
[3 
v136 | 
2 一 1 0 0 0 6 
-1 2] ol 2 0 136 
0 -1 2 -1 | 00 7 | 
' 0 0 一 1 1 1| | v136 
8 
L136 
20 
一 40 i 3 
kg A 48 2 XY = a 
6 
20 0, 251 
1 o 到 
3 4 0. 603| 
81 0. 704j 
0. 25 
0, 500 
由 的 精确 解 为 0 602 
0. 707 


显然 , 仪 促 丙 次 迭代 ,就 得 到 良好 的 收 合 解 。 

根据 迁 代 法 的 特性 , 当 迭 代 向 量 与 欲求 的 特征 向 量 呈 正 交 关系 时 ,永远 也 不 会 收 钱 到 该 特 
御 问 量 。 如 时 和 脾 们 使 所 选 的 送 代 向 量 与 已 求 得 的 第 一 特征 向 量 正 交 , 则 选 代 后 将 收敛 到 第 二 个 
特征 疝 其 。 依 此 可 求 得 其 他 各 特 证 对 , 按 向 量 正 交 厌 理 拟定 的 依次 求人 各 特征 对 的 典型 算法 有 
Gram-Schmidt 法 。 
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$5.3 广义 雅 可 比 法 


广义 雅 可 比 法 是 一 种 变换 法 , 它 用 雅 可 比 斥 阵 PG 一 0,1,…) 对 天, 几 做 -- 系 到 变换 


"+ 一 有 fs 21) 
MtD -一 IT [一 22 ) 


使 得 当 ; 一 ce 时, 开 , 打 化 为 接近 于 对 角 上 矩阵 . 若 以 /表示 最 后 的 选 代 , 则 着 一 天 ,时 ”一 李 ， 
a bE 


三 六 _ 


岂 = diag[ Ret Dfrmith ] (5 — 23) 
$b = Pop. pdiag| 1/ Vmetn | (7 21) 
在 广义 雅 可 比 尖 代 中 雅 可 比 什 阵 取 为 
第 i 列 第 了 列 
1 a 
P* 一 ” la 第 1 行 【 231 
yl 第 j 行 
12 


上 式 中 主 对 角 钱 上 的 元 素 均 为 1, 除 ay 外 ,其 他 元 素 均 为 堆 。 而 常数 wa,7 按 能 同时 使 好 天” 
中 的 元 素 zi 化 为 雷 来 选取 .我 们 进行 PP 相 滋 和 村 是 相 乘 . 并 利用 
pu 必须 是 敌 的 条 件 , 就 可 以 得 到 
kt 一 0 (5 6) 
Dam a Ym 0 (07) 
解 方 各 (5.- 26) 和 (5 一 27) 便 可 得 到 
& = kL/Y 





Ey >” {23) 
Y= 一 ha 区) 
式 中 
Rok) = km 一 ro 时 天 (1 
RD = Rm —— pt {30) 
有 2 1 天 Ei Ek) < 
区 了 林 | 二 {3 32 
EY = kom — mA (39) 
如 果 在 (5 - 26) 式 和 55-27)》 式 中 满足 
Fi Ri Rt) _ 
me 六 一 nT (5 33) 


则 可 取 = 一 0 由 (5-26) 式 解 得 
«=0 站 





人 
| 椰 | 十 天 二 中 > 0 (5 35) 


国 而 总 是 不 为 零 . 另 外 可 以 证 有 明 天 ”是非 奇 异 上 矩阵 ( 详 见 参考 文献 L7]), 这 确实 是 算法 可 用 
的 必要 茶 件 。 

在 执行 雅 可 比 法 时 ,一 般 按 行 或 列 依次 轮番 地 将 非 对 和 角 元 喜 化 为 等 .但 是 为 了 避免 对 已 经 
很 小 的 非 对 角 元 束 做 徒劳 的 计算 ,可 以 采用 所 谓 雅 可 比 * 过 关 ” 法 。 此 法 是 对 于 每 执行 一 涡 雅 
可 比 变换 时 设置 一 个 “门槛 ?. 例 如 ,对 第 到 遍 设 置 " 门 槛 ”为 10"”", 我 们 用 CR 人 1 > 
和 (An i? 表示 第 i 和 第 j 自由 度 之 间 的 偶合 因子 ,那么 ,对 于 满足 

< sm 
的 非 对 角 元 素 就 算 过 关 了 ,对 于 不 满足 的 就 再 次 进行 广义 雅 可 比 变 换 ,通过 将 条 次 近似 的 特征 


信 进 行 比较 ,并 检查 所 有 非 对 角 线 元 京 是 否 足 够 小 来 度量 其 收敛 性 , 妓 以 /表示 最 后 一 次 关 
代 . 如 果 满 足下 式 则 是 收 禹 的 


Ut yn 
0 i = 12 ,Nn {5 - 37) 
其 中 近似 特征 值 
A = Eel frm AT 二 ki {5— 38) 
罗 "+ mer * 
而 且 当 i 之 了 时 ,对 所 有 的 i,;7 有 
《天 只 T 1 ?2 1 _， 《人 7 li _， 国 
| | < 10 一 ， | | 10 (3 — 39) 
其 中 10“ 是 收 合 的 容许 值 。 
广义 雅 可 比 法 的 主要 步 双 如 二 : 


(1) 对 每 次 变换 给 出 一 个 “ 门 椎 ”, 例 如 取 为 10-”™( 对 第 mm 通 变 换 ); 
经 记过 三 右 ,Cr ;区 示 罕 读 入手 从 办 竺 当 国 于 党 时 L528} 式 风 六 业 汪 了 电 训 世 





1 2 
KK 二 = ， MM= 
1 2 0 0 
在 这 种 情形 中 有 一 个 无 本 大 的 特征 值 。 
我 们 用 (5 - 25) 式 鲍 {5 - 32) 式 来 求解 .考虑 情形 (1) 中 的 问题 ,我 们 得 
ED =3, k=3, kV=0 
X= 3， Y 一 一 |， 二 1 


rm-[ 1 1 
—1 1 
r2 9 


PKPY = | "|， PurTMPD = 
0 0 Lo 46 


利用 (5 - 23)、(5 一 24) 式 求 上 和 由 并 以 适当 顺序 排列 扼 阵 各 死 可 以 得 到 





1 
0 0 v6 wa 
A=| | 由 一 

0 2 1 





更 在 考 虑 情形 (2) 中 的 问题 .这 时 有 
ki C= 2, ki =0, kV =—— 4 
和 一 一 4， 一 0，7 一 一 172 


Pp" | 1 9 
1/2 1 


| 


因此 


PUTKP'Y 一 [3/2 "|， PUTMP™Y = 攻 "| 
Lo 2? 0 0 


经 过 与 情形 (1) 中 相同 的 运算 可 以 得 到 
3/4 0 1 2 
一 ， 蔬 一 
|。 | | 27(2 | 
§5.4 多 项 式 夺 代 法 与 斯 图 姆 序列 法 


一 、 多 项 式 和 迭代 法 


由 于 特征 值 方 程 的 解 与 相应 特征 多 项 式 的 根 是 同一 的 ,因此 我 们 可 由 特征 多 项 式 直 接 求 
特征 情 ,特征 多 项 式 方程 的 一 般 形式 为 
PD = dettK — AM)=0 (5 — 10) 
户 .4) 的 根 即 为 二 AW# 的 特征 值 。 
求解 (5 407 式 一 般 有 显 式 与 隐 式 两 种 。 显 式 是 将 行列 式 具 体 展 开 , 即 得 全 部 多 项 式 系数 ， 
如 下 成 所 示 
疡 (4) 一 ao 十 a 十 ae 这 十 十 让 二 0 5- 4]} 
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然后 运用 各 种 自动 寻根 法 , 解 出 其 根 , 即 为 特征 值 ， 

由 于 系数 计算 上 的 误差 ,将 引起 特征 值 明显 的 仿 离 , 故 显 式 很 少 采用 ,通常 采用 隐 式 方法 。 

隐 式 法 基本 再 路 是 不 计算 系数 ,直接 计算 行列 式 值 .由 行列 式 值 发 生变 号 来 判定 根 的 位 
置 ,直接 计算 行列 式 慎 的 方法 是 将 (KK 一 AM) 阵 进 行 如 下 两 种 形式 之 一 的 分 解 


KAM=LS (5. d2) 
KAM = LDL (35. 43) 
式 中 ” 工 一 一 单位 下 三 角 阵 ; 
也 一 一 对 角 阵 ; 
让 TT 上 三 角 阵 。 
实现 如 上 分 解 后 可 直接 由 & 阵 或 总 阵 直 接 得 行列 式 值 , 即 ; 
det(K — AM) = {|Ss; (5 - 144) 
或 det(K — MAM) = | 1a. (5 145) 


趟 中 ,5, 分 别 为 DD.5 对 角 元 素 。 

由 于 避免 了 计算 多 项 式 系 数 ,因而 使 计算 精度 提高 .得 到 特征 值 后 ,可 用 带 移 位 的 友和 只 和 代 
法 计算 对 应 的 特征 启 量 , 移 位 量 等 于 该 特征 值 。 

在 隐 式 多 项 式 造 代 中 ,常用 制 线 
法 求 特征 多 项 式 的 根 , 因 为 加 (hy 是 4 
的 n 次 多项式 ,以 变量 4 为 横 坐 标 轴 ， 
则 zf 和) 在 平面 上 基 一 4 次 曲线 ,如 图 
5-+ 所 示 。 该 曲线 与 横 坐 标 轴 相 交 = 
次 ,有 几 个 零点 。 

设 需求 特征 值 A , 令 Hirt 是 而 
的 两 个 近似 值 .这 里 

Ai 和 实 轴 图 5-4 ”计算 pO 的 勒 线 送 代 

可 利用 下 式 进 行 选民 





pin) 
Pm) — pt) (ph 


式 中 ,站 是 第 天 次 运 代 ,ppp 由 (5-44) 式 或 (5-~45) 式 进 行 计 算 。 而 了 是 常数 . 当 ? 了 一 
1 时 是 标准 的 寡 线 选 伐 . 当 ? 芒 2 时 ,将 达到 加 速 收 敏 的 目的 , 故 称 为 加 速 的 审 线 选 代 法 。 

由 于 多 项 式 迁 民法 计算 量 大 , 且 只 能 求 出 特征 值 ,故此 法 常 作为 其 他 方法 的 一 个 辅助 
方法 。 


41 二 后 一 也 一 此 -1) 


二 , 斯 图 姆 {Sturm) 序列 法 


本 方法 是 利用 Sturm 序列 性 质 来 求解 的 。 
1, 特征 值 分 隔 性 上 质 与 Sturm 序列 性 质 
已 知 原始 特征 慎 问 题 为 4Y = 好, 胡 应 的 约 东 特征 信和 问题 为 
mV = A (5 - 46) 
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站 中 41m} 国 酒 
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~ y 的 太志 士 导语 全 与 人 
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主要 思路 为 : 先 用 多 项 式 选 伐 找到 第 一 特征 值 的 近 候 值 , 然 后 用 带 移 位 的 向 量 反选 代 , 以 
很 少量 的 选 代 次 数 得 到 第 一 迁 征 向 量 ; 再 应用 瑞 侍 商 进 一 步 精 确 化 移 位 重 , 得 到 第 一 特征 值 ; 
继 之 , 引 人 压 缩 后 的 特征 多 项 式 , 消 除 第 一 特征 值 ,使 第 二 特征 信 代 替 第 一 特征 值 地 位 .重复 上 
面 同 样 的 步骤 ,得 到 第 二 特征 对 ,一 直到 求 得 全 部 所 需 特 征 对 。 


一 、 具体 方法 


(1) 找到 草 近 of 的 移 位 量 。 选 择 两 个 初始 的 移 位 量 品 ,p, 要 求 && 过 pt 且 均 在 器 和 根 的 左 
面 ,这 是 不 难 做 到 的 ,运用 上 LDL 分 解法 计算 p(w) 二 det (下 一 pzM) ,利用 加 速 割 线 选 代 法 , 求 取 
新 的 更 加 接近 沾 的 上 值 .此 选 代 柄 式 为 


pum) 
Pla) — pa-1) 





二 十 六 Cp -12 {5 — 50) 


妆 点 一 cc 时 内 一 听 ,如 图 5-5 所 未。 

当 ? 一 1.0 时 , 迁 代 公式 盈 化 为 一 般 的 割 线 法 , 即 牛顿 只 代 会 式 。 这 时 收 敏 速度 太 慢 ， 

当 取 ?之 2.0 时 称 为 加 束 割 右 选 代 , 可 迅速 向 过 根 通 近 .。 为 防止 ? 取 大 时 跳 过 多 根 , 可 应 用 
Srurm 序列 性 质 随时 进行 监视 ,这 样 ,就 可 以 保证 用 (5 - 50) 式 快速 通 近 党, 得 页 的 近似 值 。 

(2) 以 此 近似 值 为 移 位 量 进行 向 重 反 选 代 ,迅速 得 到 第 一 特征 向 量 轴 ,继而 应 用 瑞 雷 商 得 
更 如 草 近 思 的 移 位 量 , 量 后 得 到 第 一 特征 值 各。 

(3) 为 了 计算 下 一 个 特征 对 ,只 要 将 特征 多 项 式 中 第 一 特征 值 因 子 除 掉 ,得 到 -- 个 新 的 压 
编 后 的 特征 多 项 式 ,对 此 多项式 按 上 法 阅 样 处 理 , 即 得 下 一 特征 对 ,此 压缩 多 项 式 的 一 般 形 
式 为 


pH) = pf Tl — 2) | {5-51) 
用 此 特征 多项式 显然 必 可 计 得 第 (ji 十 1) 个 特征 对 .如 图 5-6 所 示 。 


pip) 





由 于 此 法 对 每 一 特征 对 都 是 独 立 求 得 的 , 故 不 存在 互相 之 间 误 差 传 递 。 
二 、 辅助 性 措施 


要 完成 以 上 步骤 ,还 需要 一 些 辅助 措施 ,使 这 些 主要 过 程 得 以 实现 , 即 ， 
(1) 在 求 必 时 ,迭代 初 值 取 Am 二 0, 而 a 由 道 选 代 初 步 允 定 ,多 定 后 用 Sturm 序列 性 质 检 
查 是 否 竺 根 。 即 用 三 角 分 解 。 
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K=K— pM = LDLT (5 - 52) 
检查 妨 中 的 元 素 是 否 全 为 正 , 以 保证 j 之 记 , 若 号 中 有 J 个 负 元 素 ,说 明 J 个 根 被 跳 过 ,需要 
采用 新 的 移 位 卢 = 内 /5 十 1) 然后 再 做 上 述 检查 ,直到 五 中 全 部 元 宗 为 正 时 终止 。 在 求 出 妃 
后 ,可 采用 (5-54) 式 计算 更 高 的 各 特征 对 ,. 式 中 了 7 为 已 求 得 的 特征 值 个 数 . 这 时 的 韧 冶 和 迭代 值 
要 利用 前 一 个 根 的 多 项 式 适 代 的 最 后 四 个 值 , 即 jt 的 yp6_10p64-1; 并 根据 ji 和 jw 是 上 尝 大 于 
多 来 确定 大 取 哪 两 个 为 新 的 选 代 初 值 。 

确定 出 初始 选民 值 后 ,就 可 进行 多 项 式 选 代 ,在 程序 中 取 ”一 2, 当 某 -- 步 退 伐 满足 11， 
一 点 | 之 107tp4 时 , 取 六 Y= 29 进 一 步 加 速 选民 运算 ,对 每 一 个 Ar, 都 用 Sturm 序列 性 质 检验 
它 是 否 已 幅 这 待 求 的 根 胃 1; ,一 旦 发 生 卡 路 则 结束 多 项 式 和 迭代 , 转 人 向量 道 迭代 ,如 在 跳 唉 前 
出 现 | po 一 占 | 之 10 p44, 也 转 入 向 量 北 送 代 。 

(2) 在 向 量 道 迭 代 中 * 首 先是 按 多 项 式 选 伐 中 得 到 的 近似 值 敌 移 轴 处 理 , 以 保证 和 迅速 地 和 鹃 
代 出 所 求 的 特征 对 . 设 需 求 方程 的 前 NF 个 特征 对 , 则 必须 确定 NF 个 初始 送 代 向 量 车 . 
人 2 …X 吉 ,通常 采用 以 下 方法 确定 。 

做 型 与 状 的 对 角 元 之 比 , 并 按 降 序 排列 , 取 其 中 的 前 CNF 一 1) 个 ,说 为 :ms/ 和 oa 


gs igia "sRUNFINE /RUNFINE 


取 

i 一 [1,1,… 1] 

下 全 一 [1,1，……， 一 :11 
~- 

12 
无 湖 [1 一 1, 1,…，1] 
一 一 

iNF 


对 于 一 个 重 根 凡 , 设 其 重 数 为 ~, 对 结构 而 言 ,一 般 有 * 扫 6, 应 有 > 个 相互 关于 对 正 交 的 特征 向 
量 , 为 了 在 重 根 处 用 递送 代 计 算 全 部 r 个 向 量 , 就 必须 采用 格 莱 姆 - 施 密 特 (Gram -Schmidt) 正 
交 化 .然而 在 选 代 前 不 能 事先 知道 是 否 有 重 特征 根 ,于 是 ,对 第 i 个 特征 值 (> 1) 选 代 时 ,初始 
迁 代 向 量 和 ”和 首选 代 过 程 中 的 每 一 个 新 向 量 XY!* 都 要 正 交 化 处 理 , 这 样 才能 保证 出 现 重 根 
时 不 会 收敛 于 前 面 已 求 得 的 特征 向 量 。 为 了 最 大 限度 地 威 小 运算 量 , 根 据 r 所 6, 最 多 只 用 前 曾 
的 最 后 六 个 向 量 去 做 新 向 量 的 正 交 化 处 理 。 

(3) 由 于 本 方法 中 变 对 本 是 正定 的 下 做 欧 轴 处 理 , 使 下 二 下 一 jv 不 一 定 是 正定 的 ,此 时 
会 出 现 对 时 的 三 角 分 解 无 法 进行 的 情况 。 为 此 可 稍微 改变 产值 ,例如 取 0. 99w 代 蔡 A, 直 到 三 角 
分 解 可 进行 为 止 。 


三 、 计 算 机 流程 示意 图 


在 下 述 流 程 图 中 ,RCBTOL 表示 求 最 小 根 下 界 对 向 量 闭 迭 代 的 误差 限 , 也 是 多 项 式 选 和 
中 的 误差 限 ,而 RQTOL 则 表示 向 量 逆 选 代 求 各 特征 根 时 的 误差 限 。 亦 (p44 一 pi| /24) 所 
RCBTOL 时 停止 多 项 式 选 代 , 转 人 向 量 首选 代 (ps 一 上 应 1MA 委 RQTOIL, 则 Ai 就 是 所 求 
特征 值 .有 其 体 流程 示意 如 下 : 
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正二 1 2 NE 
[= 1,2,.:" ,NITEM 
PA) 





| 对 多 项 式 p10 和 2 二 二 [个 一 一 一 做 迭代 : 
[11 — 3) 
Ji 
_ _ 声 -15A) 
Ar ? pr) 一 pitF4-1) (pr fii) 


当 出 现 跳 根 时 ,或 满足 RCBTOL 判 据 时 , 转 出 的 循环 。 
LCONTINUE 

六 二 上 +1 

形成 初始 向 量 半 汪 

站 一 故 一 pi( 移 轴 ) 

恨 一 1,2,… ,NITEM( 向 量 首先 代 ) 

KE ye 
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85.6 子 空间 迭代 法 


本 法 也 蚌 特 征 秆 问题 的 综合 解法 , 它 综合 了 向 量 反 选 代 、Starm 序列 及 瑞 雷 ~ 李 兹 分 析 原 
理 。 它 也 是 直接 对 广义 特征 值 求解 ,无 需 实 施 特 征 值 问题 的 标准 化 过 程 . 和 行列 式 搜索 法 一 样 ， 
它 也 基 以 求 前 请 个 特 狂 对 为 目的 的 .本 法 的 主要 步 又 为 : 

(1) 建立 9 个 初始 选 代 向 量 ,要 求 & 六 卢 。 

(2) 对 4 个 向 量 进行 同时 向 量 反 选民, 并 利用 瑞 雷 - 李 兹 分 析 原 理 , 从 9 个 送 代 向 量 中 抽取 
满足 精度 概 求 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 

(3) 选 伐 收 合 后 ,应 用 Sturm 序列 校 核 ,以 证 实 所 求 元 误 。 

其 具体 做 法 为 : 
于 4 个 初始 选 代 向 量 按 列 排列 构成 六; 拖 阵 ,作为 初始 向 量 矩 阵 .然后 以 下 列 选 代 格式 , 实 
施 同 时 向 量 反选 代 ， 





天 站 一 ME (下 一 12 (5 - 533) 
注意 ; 式 中 革 , 下 均 为 矩阵 ,而 非 向 量 ， 
(5 -53) 式 完成 了 由 向 量 空间 Ei 到 Eby 的 选 代 。 
求 算 子 下 及 MM 在 Eitri 上 的 投影 : 


Ki = Ki KEi (3- 54) 
Mi = HEME, (S- 55) 

对 于 投影 算 子 ri ,M441 所 构成 的 新 特征 值 系 统 求解 : 
Kr 一 Mi in {5 — 56) 


成 中 仙 + 一 一 新 特征 值 系统 的 特征 向 量 算 阵 ; 
级 + 一 一 对 应 的 特征 值 对 角 阵 。 
得 到 特征 向 量 的 一 个 新 的 选 代 向量 答 阵 下 :+ 
EE = C3 -57) 
可 以 证 明 , 此 下 :ri 对峙 害 正 交 的 ,因为 
QM 一 Qtr FE ME QI 一 EiriM Ki 一 了。 
如 果 初 始 子 空间 下 | 不 与 任 一 个 所 要 求 的 特征 向 基 正 交 , 则 随 着 达 代 次 数 站 一 于 将 有 
做 全 于 一 四 《5 ~ 38) 
得 到 所 要 求 的 特征 值 与 特征 向 量 。 

在 一 般 向 量 反选 代 法 中 ,在 (5 -53) 式 所 得 半 +: 式 基础 上 实施 正规 化 ,就 可 以 转 为 新 的 迁 
代 向 量 矩 阵 &s+i。 但 本 法 必须 经 过 (5- 54) ~ 一 (5 -57) 式 整 个 过 程 才能 得 到 新 的 选 代 向 其 矩阵 
Xi ,这 是 由 于 这 里 的 选 代 基 已 不 是 一 个 向 量 ,而 是 一 个 向 量 集 合 , 芭 于 矩 阵 。 根 据 尘 法 原理 ， 
XX 的 各 列 向 量 在 选 代 后 必定 都 向 最 低 的 特征 向 量 逼 近 , 因 此 在 送 代 向 量 集 合 中 各 向 其 将 您 来 
您 平行 .这 样 ,就 不 可 能 实现 同时 收 仇 到 所 要 求 的 各 特征 向 量 .为 此 必须 采取 正 变 化 措施 .45- 
54).(5-55) 式 的 下 的 在 于 将 外 ,对 由 原始 的 n Xn 阶 降 为 与 子 空间 相 适 应 的 g XXg 阶 .(5-56) 
式 是 采用 前 述 各 法 之 一 来 求解 4 X 9 阶 广义 特征 问题 的 .这 样 求 得 的 辅助 特征 向 量 阵 4i,, 它 
的 各 列 向 量 必 为 正 交 的 ,通过 (5-57) 式 再 将 (gq X 9) 阶 向 量变 回 负 nn Xg 阶 ,并 使 之 正 交 化 ,得 
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到 新 的 选 代 向 量 守 , 4 。 

选 代 收 合 情 况 可 用 瑞 雷 - 李 兹 分 析 原 理 进行 判 崭 ;特征 值 鳃 做 ,近似 的 程度 愈 好 .对 迭代 的 
特征 值 结果 ,可 用 Sturm 序列 检查 它 在 规定 的 区 间 特 征 值 数目 是 否 正 确 。 

些 法 的 运算 次 数 主 要 取决 于 初始 选 代 子 空间 丈 : 的 选取 及 特征 对 的 精度 要 求 , 为 此 ,可 使 
初始 选 代 子 空间 尽量 车 近 嘉实 特征 向 量 解 .已 有 的 实验 数据 .相近 结构 的 相应 振 型 等 都 可 供 选 
择 时 参考 ,出 于 此 法 将 维 空 间 问题 降 为 g 维 子 空间 ;因而 使 计算 大 大 简化 。 

例 5-3 研究 特征 值 问 题 KD 二 AM$, 求 前 两 阶 特 征 对 ,其 中 

2 一 1] 0 /2 0 0 
天 一 | 一 1] 4 一 1 衣 一 E 1 0 
0 一 1 2 0 0 1/2 
选取 初始 选 代 向 攻 矩 阵 下 : 











代 大 KE, 一 上 , 解 得 


由 45-54).(5-558)7 式 有 : 


5 3 
K, 一 FIKE, = i| ] 


_ 9 了 
M, = YIMY, 一 | | 


出 (5-56) 式 有 ， 
K,0; = MQ 
解 此 特征 值 问 题 得 
-1 ，» 
-了 "] 0 = V2 
04 | ， 
v2 
由 《5 -57) 式 得 
1 _ 
yi |! 
于 二 前,Q, 一 廊 0 
1 
一 1 
v2 


精确 解 为 
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显然 ,-- 次 迁 代 就 迅速 逼近 了 精确 入, 还 可 以 看 出 ,此 法 使 三 阶 特征 秆 问题 降 为 了 二 阶 特 
征 值 问题 。 

子 空 间 泛 代 法 的 计算 机 程序 见 附 录 。 

在 实际 程序 实现 时 ,为害 少 运算 量 和 存 情 ,通常 采用 如 下 步骤 : 

《1) 形成 初始 先 代 矩阵 下: 一 到 

《2) 分 解 总 体 刚度 短 阵 于 一 了 DZ 

(3) 用 下 列子 空间 亿 代 产生 进一步 的 选 代 矩 阵 Ps+a。 

(4) 解 半 下 + = 二 了 ;, 求 出 时 i+1, 采 用 的 解法 是 用 高 斯 消去 法 。 

(5p) 用 最,+1 计算 下 = RELY, 

() 计算 Br = 于 政和 和 一 Py 

(ad) 计算 减 小 系统 的 特征 对 。 即 求解 

KD: = MD 
得 泪 小 系统 的 特征 值 短 阵 人 .+1 和 特征 向 量 矩 阵 四 4; 而 采用 的 解法 则 是 广义 雅 休 比方 法 。 
(r) 生成 进 一 斐 的 迁 代 答 阵 Fl 
Pir = Pp Dn 

ct) 计算 相 邻 两 次 先生 所 得 特征 值 4 和 A 和 TD ， 当 (和 TD 一 [fTD) to 时 ,就 认为 
满足 收银 了 ,tol 为 10 ,2s 为 特征 值 精度 指 标 . 咨 则 返回 步骤 (2)。 

在 完成 第 (1) 步 的 运算 中 ,初始 选 代 向 量 的 选取 好 坏 , 直 接 影 响 选 代 的 次 数 和 结果 的 精 
度 。 如 梨 符 求 的 特征 对 数目 为 娟 ,为 了 得 到 更 好 的 收敛 性 ,可 以 把 子 宝 间 实际 采用 的 选 代 向 量 
维 数 取 得 比 疡 销 大 -- 些 ,通常 取 选 代 向 量 维 教 9 为: 

9 = min(2p,p + 8) 

在 程序 中 初始 选 代 和 矩阵 了 是 这 样 选 配 的 - 取 总 质量 矩阵 呆 的 对 角 线 元 束 同 , 作为 了 的 第 
一 列 ( 或 取 第 一 列 均 为 1); 然 后 将 对 的 全 部 对 角 元 与 意 出 度 矩 阵 关中 对 应 的 全 部 对 角 元 做 比 
值 台 ,名 ,, 并 从 大 到 小 按 降 序 排列 将 元 素 zm,vks 用 1 代替 形成 一 列 单 位 向 量 e., 从 而 构成 7。 设 
第 + 列 为 

ei 一 : [D010.. 17 
第 i 位 
册 短 阵 了 ,的 第 7 十 1 列 便 取 为 6。 也 就 是 说 ,单位 向 量 中 所 在 的 行 位 各 不 相同 ,1” 选 在 x, 二 ， 
相对 较 太 的 行 位 上 .例如 我 们 假设 


> 3 | 
X 2 x 14 : 
K=|x x 1 ,， M= |x x 3 | 
> X X 4 x x x 24 
IX x Xx x 4 x x x x 12 
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则 





行 序 ? 
1 一 1 
0 7 一 2 
diag (ma/ka} = IO 0 3 一 3 
0006 |—4 
0 000 3 一 5 
列 序 *( 按 对 角 元 大 小 次 序 ) 5 1 3 2 14， 
于 是 六 取 为 
3 0000 
14 1000 
Y=|3 00 10 
24 0 34 0 ?| 
li2 0001 
上 式 中 ,年 阵 六 的 最 后 商 列 是 可 以 变换 的 ,因为 它们 对 应 的 矩阵 diag (rsyksy 对 能 元 圳 的 值 是 
相等 的 。 


在 程序 中 的 选 代 过 程 是 技 实 用 方法 完成 的 ,其 流程 示意 如 下 : 
1) 建立 初始 迭代 矢量 于 一世 

2) 分 解 刚度 阵 着 一 工 DZ 

3) 迁 代 

= 1,2,*, NITEM 

LD Ri 一 了 

Kui = XH, 

En = ME 

Mr = Eirir 

Kiri@ir = Miridiry Ma 
¥. ,1 二 FQ 


1 
= 二 to! 时 , 转 出 循环 





ICONTINUE 

4) 计算 各 值 的 误差 范围 

5) 用 sturm 序列 检查 是 否 圭 根 。 

关于 用 sturm 序列 检查 是否 委 根 的 问题 ,采用 如 下 方法 ， 

假设 经 过 第 7 次 过 化 后 已 收 化 到 所 要 求 的 精度 ,得 到 特征 值 入 , 训 ?,… ,入 共 了 个 .此 时 可 
认为 所 求 的 特征 值 近 似 值 在 下 式 给 出 的 邻 域 内 , 即 

0.9940 ,0M 
由 此 可 确定 出 所 有 特征 值 的 上 界 A( 移 位 值 ) ;然后 对 下 一 kM 做 三 角 分 解 , 即 
KE— nM = LDL! 

剖 然 ;对 角 阵 呈 中 人 负 元 素 的 个 数 入 , 妈 是 比 小 的 特征 值 实际 应 有 的 个 数 . 由 入 是 理 等 于 9 就 
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可 检查 出 此 问题 的 计算 是 理发 生 竺 根 情况 。 



































习 题 
5-1 蘑 系 统 的 质量 烘 阵 村 ,刚度 暴 阵 其 如 下 ,试用 广 闵 雅 可 比 法 程序 计算 此 系统 的 全 部 
固有 圆 频率 和 主 拔 型 。 
10 2 3 1 1 12 1 一 1 2 1 | 
2 12 1 2 1 1 14 1 一 1 1 
K=3 1 11 1 —i M= |—1 1 16 一 1 1 1 
1 2 1 9 1 2 一 1 —1 12 | 
Il 1 ~1 1 15 1 1 1 一 11, 
答 : 固有 图 频率 是 : 
w=0.657865 加 一 0.814655 ay 一 站 971524 w=1.053 226 w=— 1.22] 
619 
对 应 的 五 阶 主 据 列 依次 是 ， 
多 则 2 | Ld Ea $5 
0. 134 DB O82 919 8 — 0.191 7?710 0, 142 O12 — 0.076 387 | 
— 0.061 2947 0, 153 148 0. 158 991 0. 142 420 0. 017 098 
-0.157 903 — 0.118 604 — 0.074 839 D0. 120 998 — 0.066 B88 
0. 109 466 一 0.182 813 0. 137 469 0. 125 531 0. 086 048 
一 站 ,04 473 0. 003 561 了 — 0.088 978 OD. O07 B92 他 2 站 3 
5-2 已 知 ; 有 一 所 动 系统 ,其 刚度 算 阵 站 和 质量 矩阵 形 分 别 为 
2 一 1 0 0 1.5 9 0 ?| 
二 2 一 1 0 和 10 0 
对 称 2 一 1 1 央 
2 1.5 


计算 特征 值 问 题 KK 二 AM 由 的 前 三 对 转 征 对 ,采用 子 空间 挝 代 法 程序 ,按照 进行 sturm 序列 检 
验 和 不 进行 sturm 序列 检验 两 种 算法 计算 。 
计算 的 特征 慎 依 次 是 
0.333 333E 十 00} 
计算 的 特征 值 是 : 


答 : 





$1 





0. 100 000E + 01: 


$$ 


0. 200 000E 十 01 








$3 





bap 


.365 148D 十 00 


Ee 


,547 723D 十 00 


. 547 723D 十 00 


Lo 


.365 148D 十 00 
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0 534 523D 十 00 
0. 267 281D 十 00 
— 0.267 261D 十 00 
— 0.534 523D 十 00 


0.447 214D 十 O00 
一 日. 447 214D 十 00 


— 0.447 ?14D + C0 








0. 447 214D 十 的 








5-3 某 反 坦克 导弹 弹 机 为 炬 形 , 展 向 长 0. 15 m, 芒 向 长 0.03 m, 等 厚度 , 厚 0.004m。 材 
料 为 银 合 金 LC9, 咽 根 按 完全 固定 ,试用 有 限 元 素 法 计算 弹 爵 的 前 十 阶 固 有 频率 与 振 型 ,并 用 
此 形 薄板 的 横向 振动 理论 解 与 之 对 出 .分 析 中 假定 奚 面 做 钝 硒 曲 振动 。 
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第 六 章 传递 和 矩 阵 法 


$ 6.1 基本 理论 与 方法 


内 于 当代 飞行 器 特别 是 导弹 长 细 比 多 在 10 以 上 , 弹 问 和 尾 契 多 为 小 屡 骇 比 , 弹 身 纵向 和 
招 转 振动 的 固有 频率 比较 高 ,结构 动力 学 分 析 感 兴起 的 是 它 的 低 阶 村 曲 振动 模 态 ,因此 ,很 多 
情况 二 可 把 弹 体 简化 成 变 截 面 的 怕 努 利 梁 , 翼 面 和 弹 内 设备 视 为 固定 在 党 上 的 质点 ,形成 一 种 
链 式 模型 .传递 从 阵 法 是 求解 此 类 模型 固有 特性 的 有 效 方法 . 它 的 计算 规模 不 像 有 限 元 素 法 那 
样 随 模型 自白 度数 增加 而 剧 增 ,此 法 比较 简便 .易于 价 握 ,便于 编制 计算 机 释 序 ,对 计算 机 容 芋 
要 求 小 高 。 


一 、 分 析 模 型 


此 方法 通常 采用 具有 集中 顷 基 的 离散 系统 模型 和 具有 分 布 质量 的 连续 系统 模型 ， 

拟定 集中 质量 的 离散 系统 模型 时 .人 为 地 将 飞行 器 划分 为 若干 眉 , 各 上 段 质 量 可 全 部 集中 到 
该 段 (包括 内 部 装载 ) 质心 上 ,也 可 再 转换 成 该 段 两 端的 等 效 质 量 ,形成 一 连 串 的 集中 质量 点 
各 质点 之 同 用 无 质 其 的 等 刚度 弹性 元 件 ( 梁 或 弹 赞 ) 连接 .质量 点 的 数量 .位 置 及 质量 人 小 应 
保证 企 阐 及 各 舱 段 质量 .质心 不 变 ,而 各 弹性 元 件 则 应 反映 对 应 且 结 梅 的 刚度 及 传 力 特性 ,发 
可 能 使 全 络 的 刚度 及 其 分 布 状况 不 变 .也 可 以 将 弹 间 .位 置 明星 偏离 稻 自 轴线 的 内 部 装载 ,时 
动 质 基 :如 液体 燃料 ) ,以 及 并 联 的 或 摆动 的 发 动机 等 处 理 为 模型 的 分 支 系 统 ( 图 6- 1) .还 可 以 
按 参 考 文 献 [14] 的 11. 3 节 方 法 处 理 。 


二 . 基本 原理 


拟定 了 分 析 模 型 后 ,将 弹性 元 件 与 质量 点 分 别 按 相同 方向 依次 编号 .号 数 相同 的 质量 点 与 
弹性 元 件 构成 一 个 典型 段 { 图 565-2)。 显 然 , 系 统 振 动 时 ,各 弹性 元 件 与 相连 质量 点 的 连接 边界 
都 有 各 自 的 物理 状态 ,描述 连接 边界 上 物理 状态 的 列 向 量 称 为 该 界面 的 状态 向 量 , 它 由 沪 界 面 
的 广 文 内 力 及 其 对 应 的 位 移 组 成 ,并 用 Z 表示 ,质量 i 左右 的 状态 向 量 依 钦 用 二,Z' 表 责 , 蜡 然 
滩 售 音 册 振 和 时, 任 一 剖面 的 状态 向 量 为 























Z 一 [y § M QQ] ‘GB-1) 
式 中 vy 挠 度 : 
人 一- 转角 ; 
委 一 一 杰 策 ; 
一 鸡 力 。 


现 以 弹性 元 集 为 梁 的 平 而 弯曲 振动 为 例 , 介 绍 传递 姬 阵 的 概念 ,状态 向 量 中 各 完 率 的 正 做 号 与 
材料 力学 的 符号 规定 相同 ,图 5-2 中 所 示 诸 内 力 均 为 正 向 。 现 拿 第 7 个 典型 段 来 研究 . 
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. 若 了 到 第 4 导弹 性 元 件 为 分 离 体 ,通过 动力 平 街 条 件 与 变形 协调 条 件 . 可 以 建立 它 两 端 状 态 
向 基 之 间 的 关系 。 若 是 线性 系统 ,该 关系 可 写成 
2 = FTE 《一 


有 效 载 苟 外 过 飞行 器 质量 


有 效 载荷 > 外 这 质量 
推进 剂 箱 网 动 质量 
传 推 结构 传 推 结构 质量 

发 动机 质量 
推进 剂 箱 ) 见 动 质量 

晃动 质量 
传 推 结构 传 推 结构 质量 
发 动机 发 动机 质量 

图 6-1 传递 矩阵 法 的 导弹 模型 简 图 





图 6-2 并 型 段 示 间 图 


式 中 矩阵 F, 确定 了 第 号 弹性 元 件 两 端 状态 向 量 之 问 的 关系 . 即 通过 它 可 由 哺 一 1 号 点 的 状 
态 向 量 2-, 得 到 其 后 的 ”号 点 状态 向 量 可 ,我 们 称 F, 为 场 传递 矩阵 ,简称 场 阵 . 梁 查 曲 氮 动 
时 , 场 阵 为 
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=10 1 FFT 王 世 (6- 3) 
00 1 i 
0 0 0 1 


式 中 EJ 一 一 第 a 号 等 直 染 的 刚度 ; 
太一 梁 总 长 , 且 没 有 考虑 质量 ,如 图 6 -3 所 示 。 
局 理 ,也 可 找到 第 ”号 质量 点 两 边 状 态 向 
基 之 间 的 传递 关系 , 即 
Zi = PZ! {6 - 4) 
式 中 矩阵 只 确定 了 质点 #* 商 端 状 态 向 量 之 癌 的 
传递 关系 , 称 为 点 传递 矩阵 ,简称 点 阵 . 假 定 质 
点 质量 为 zm, 它 没有 长 度 , 只 产生 横向 振动 ,并 
忽略 其 转动 惯 蜂 ,可 学 出 点 阵 为 
[i 0 0 UU 


0 1 

中 .一 
| 0 
2m 0 


将 C6 一 2) 式 代 和信 (6 -4} 


?| 








{6—5) 


图 6-3 总 的 弹性 变形 


0 
0 
1 
后 机 得 
2 = PZ , = TZ., ‘6 - 6) 
(6 一 5) 式 中 心 为 系统 圆 频率 .矩阵 了 . 建立 了 第 n 一 1 号 典型 段 右 端面 状 态 向 草 与 第 ”号 
典型 段 右 端 面 状 态 向 量 之 间 的 关系 ,叫做 第 4 号 典型 菇 的 传递 短 隆 。 由 (6 一 6) 式 知 


0 
1 
0 
式 











T, = PF, (6-7) 
将 6 3),(6-5) 式 代入 (6-7) 式 得 
1 if2 此 了 
1 aE Ej, 
0 i 和 4 
T= EJ, 2E., (8) 
0 0 1 ! 
， miew? mi 
me mi 证 十 证 六 | 





由 上 戒 可见, 传递 答 阵 是 wm 的 函数 ,而 且 它 只 与 本 典型 亡 的 尺寸 .材料 .质量 状况 有 关 ， 
对 于 图 6-2 所 示 模 型 ,其 他 的 典型 段 都 可 以 建立 起 与 (6- 6) 式 了 同样 形式 的 关系 式 , 于 是 ， 
可 以 依次 列 出 整个 系统 各 典型 段 的 关系 式 
ZK 一 7 -2 
ZR_1 = Ty_ ZR. 


CT 
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下 一 了 2 {6—9) 


从 而 导出 
ZR 一 了 二 TEE (6 - 10) 
式 巾 了 一 一 系统 的 总 传递 矩阵 .并 且 
了 一 了 了 (‘Boll 


总 传递 第 阵 了 缩 出 了 分 析 模 型 两 端 状 态 向 量 之 间 的 传递 关系 .传递 矩阵 法 就 是 通过 将 结 梅 的 
边界 条 件 引 人 (6 -10}) 式 来 求解 国有 频率 与 主 振 型 的 。 
由 (5- 8) 式 知 ,传递 甜 阵 是 wm 的 函数 ,对 本 便 讲 ,各 传递 着 阵 是 4 Xx 4 阶 的 ,由 i6 -11) 式 
则 知 总 传递 矩阵 了 开 也 是 省 的 孙 数 ,而 且 也 是 4 XX 4 阶 的 , 故 (6 ~10) 式 可 写成 下 面 形式 
ye ft) tw) ft) | y 1 


日 tate) fat) fotw) sa) | 0 C612) 
一 1 一 
M tao) tol) taal) | M 
K tal Ca) Ft) tg Cw) Ean Cy} & 1 


这 时 ,只 需 将 边界 条 件 引 人 上 式 , 邯 可 得 到 频率 方程 .对 于 梁 的 向 题 ,一 般 边界 条 件 是 : 

简 支 ， y= 二 0， 计 二 0 

自由 ， 好 一 0， 忽 一 站 

固定 ; yw 二 0, #8 = 二 0 

现 仍 以 图 6-2 所 示 分 析 模 型 为 倒 , 因 为 它 的 两 端 为 自由 端 , 即 鸭 自由 -自由 状态 ,只 需 在 
{6 -11) 式 中 好 以 零 号 质量 点 的 点 阵 Po 即 可 得 到 此 系统 的 传递 矩阵 了 , 且 (6 -12) 式 的 形式 变 
上 成; 
了 全 ts bt 。 工 

po 





加 sd fad fa fulld | 
一 1 (6 -13) 
M ta i ts fy NM 
七 ld 2 hs fn la. 0 
而 边界 条 性 是 
M=Q=0 
+ 
MF = =0 
将 此 边界 条 人 炸 代 入 (6 -13) 式 可 得 
1 1 1 L 
Wp a | = [| (6 ~ 14) 
ta Cw) (OLD 0 
上 式 有 非 零 解 的 条 件 是 ， 


ts (wu) fs (Cw) 
bw) tCw) 
(6 一 15) 式 叫 做 频率 方程 .在 设计 计算 中 ,常用 数 0 
值 解 法 求解 此 方程 ,例如 假定 一 系列 名 人 秆 ,代入 
(6 一 15) 式 算出 对 应 的 一 系列 A 是 ,从 中 找 出 能 使 
仿 趋 近 于 零 且 满足 规定 的 精度 要 求 的 w 值 ,此 填 
却 为 所 求 的 园 育 圆 频率 ,如 果 把 A 与 w 测 成 曲线 


= 0 (8-15) 





和 fa) = 











图 5-4 频率 方程 曲线 
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(图 6 -4) ,该 曲线 与 水 平 负 名 相交 处 的 数值 就 是 各 阶 的 固有 贺 频 率 。 
生 求 各 阶 相 应 的 主 振 型 时 , (6 -15) 式 中 各 元 窒 均 为 已 知 tw 已 知 ) ,此 时 ,将 求 出 的 % 代 人 
6~14) 式 , 可 求 出 性, 属 的 关系 式 


对 于 正规 化 振 型 可 得 
= 二 1 
A .5 — 16) 


这 就 确定 了 第 0 号 质点 的 主 振 型 数值 及 状态 向 量 Zr ,而 24 一 Po25, 然 后 利用 (6 -9) 式 的 递 扒 
关 系 , 即 可 得 到 整个 系统 各 质点 的 状态 向 量 , 从 各 状态 向 晤 中 扶 出 广义 位 移 y, 即 得 到 对 应 于 
已 知 男 有 频率 w 的 主 振 型 。 

从 上 述 讨论 可 见 , 传 递 矩 阵 把 状态 向 量 从 一 个 位 置 转移 到 另 一 个 位 置 . 状 态 向 量 -- 定 , 传 
递 抢 阵 的 规模 5 阶 侈 ) 也 随 之 确定 , 故 计 算 规模 不 因 质 量 点 数 芍 增加 而 剧 增 ,传递 矩阵 法 的 -- 
般 步 骤 如 下 : 

0) 所 定 分 析 和 模型 ,给 各 质量 点 与 弹性 元 件 编 号 ,确定 坐标 系 和 和 状态 向 量 ; 

(2) 推导 各 上 典型 段 的 点 阵 与 场 阵 , 以 建立 各 段 状 态 向 量 间 传递 矩阵 ,推导 方法 见 参 考 文献 
[15j; 

(3) 由 (6-117》 式 建立 总 传递 和 矩阵 ; 

(4) 引 人 和 人 边界 条 件 , 建 立 频 率 方 程 ; 

(5) 解 频率 方程 求 出 固有 频率 

61 利用 求 出 的 固有 频率 受 传 递 抢 阵 , 求 正 规 化 的 主 振 型 。 


.分支 系 统 


半 于 有 分 支 的 系统 (如 图 5~5 所 示 ), 吕 首先 从 各 分 支 的 最 外 端 开始 ,导出 各 分 支 中 的 传递 
和 扼 阵 ,家 到 与 主 系统 相 接 的 界面 为 止 , 讽 如 
图 6 5 中 与 i 质点 有 连接 界面 的 分 支 系 
统 , 可 先 求 出 其 最 外 端的 状态 向 量 了 到 与 
i 点 连接 界面 的 状态 向 量 Zr 之 间 的 传递 答 
阵 了 s, ,再 进而 推导 出 具有 分 支 的 点 的 新 
的 点 阵 . 质量 点 就 以 此 新 的 点 阵 参 加 主 系 
统 的 传递 。 这 样 处 理 的 结果 是 将 有 分 支 的 
系统 化 成 无 分 支 的 等 将 系统 ,只 要 对 此 等 
效 系统 用 传递 矩阵 法 分 析 就 可 以 求 出 有 分 图 6-5 分 支 系统 
支 系统 的 固有 特性 ， 

共有 弹 策 支承 的 党 可 作 有 分 支 的 系统 的 最 简单 例 了 。 假设 不 计 弹 簧 质量 ,其 便 度 为 名 ,与 
机 a Tle A Ta BE mii 














Zl TFT OrZs 
2) ~ Lx hlz 17 
Zl LK, TLz,), 


了 了 


或 
Zt = 忆 2 (6 ~ 18) 
式 中 Zs ,Fy 分 别 为 状态 向 量 Z 中 的 广义 位 殉 分 量 与 广义 力 分 量 , 而 且 : 点 的 点 阵 
p=! 9] ‘6 19) 
kK, I 
其 中 了 一 一 单位 矩阵 (2 阶 ); 
0 一 一 零 年 阵 {2 阶 ); 
一 一 连 在 i 点 的 分 支 系 统 刚度 矩阵 。 
些 处 
0 0 
<-[ | 





图 6-6 局 部 弹性 支承 


将 任意 的 分 支 系统 等 效 威 弹性 支承 系统 ,其 动态 特性 用 刚度 乍 阵 下 表示 ,只 要 找到 下 的 表 
达 式 ,利用 (6 -19) 起 就 可 以 确定 带 有 分 支 系 统 的 质点 :的 点 阵 ; 并 由 (6 -17) 式 参 加 主 系统 的 
传递 .这样 做 的 基本 思想 就 是 通过 上 把 分 支 系统 的 特性 吸 妆 到 主 系统 中 。 

推导 分 支 系 统 的 刚度 矩阵 下 ,是 表 过 分 支 系 统 的 传递 征 阵 Tps 进行 的 .具体 方法 如 下 


分 支 系统 的 传递 方程 式 为 
Za 一 了 aiZa (6 - 20) 


Za tl ks 了 

[| | | (6- 21) 
由 于 Zs 是 用 分 支 系统 坐标 表示 的 ,将 它 转 换 成 主 系 统 坐 标 系 后 用 2Zs 表示 ,并 用 电表 示 坐 标 转 
换 拓 阵 , 故 


或 者 


Zr = GZy {6 — 22) 


[z= la] (0-23) 
Zs 0 griL2ZyJs 
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或 


其 中 





站 
分 一 | 人 
0 gg; 


利用 (5 - 20)、(6 -22) 式 可 得 


Za 一 GT = Tiaga LS 
或 者 
[2 Balll Badtz Zu tty itis Zz . 
， 一 一 ia 26} 
LZ7Js Briz RAsdaatZrda i tr dna tr 
而 县 
Batll gali: 级 址 > 
| -i "| (6 -27) 
Brital Bidpa ta fog BA 


Ti 基 用 主 系统 坐标 表示 的 分 支 系 统 的 传递 短 阵 。 当 分 支 系统 起 点 4 处 的 边界 条 件 给 定 后 ,4 
处 状态 向 量 中 只 有 一 半 元 素 未 知 。 设 这 些 未 知 量 用 列 向 量 忆 表示 , 则 由 06-26) 式 得 下 面 : -组 
式 子 


Za 一 页 六， (6 2 
Zrs = 1} Za (06 - 20) 
ttf 是 Th 中 与 如 4 对 应 的 和 矩阵 挟 。 由 式 上 -28) 知 
六 一 [5 3 人 3 
将 (6 -30) 式 代 人 (6 -29) 式 得 
Zra= tts Zap (和 -£1) 
由 i 点 的 平衡 条 件 与 过 续 条 忻 有 
ZR = Fh + Dia (6 2) 
Zi = Dh = Lay 16—»3) 
将 (6 -31) 式 代 人 (一 32) 趟 并 考虑 到 (6 ~33) 式 则 可 导出 
2 = ZF 二 (6 -4) 


联 立 (6 -33)、(65 一 34) 式 , 写 成 矩阵 表达 式 


Za 下 I 性 2 四 
四 em 
Zr ert! TJL2,j, 


比较 \6-17).6-35)》 式 ,刚度 矩阵 于 可 按 下 式 给 出 


K=t td 06- 36) 
苦 同 一 点 有 各 个 分 支 系统 组 合 时 , 求 出 各 分 支 的 刚度 抢 阵 KK ,下 2,… ,天 , 即 得 
K= Kk, (6 -37) 


f=l 


外 、 方 法 的 特点 


甩 传 递 答 阵 靶 进 行 振 动 分 析 时 ,只 禹 要 对 一 些 阶 次 很 斧 的 传递 矩阵 进行 连续 的 忽 阵 乘法 
运算 ,在 数值 求解 时 ,只 需 计 算 低 阶 次 的 传递 矩阵 和 行列 式 值 ,从 而 大 重 节 省 了 计算 工作 量 和 
现 模 ,不管 离散 化 以 后 的 系统 总 自由 度数 有 多 少 ,也 不 影响 传递 矩 笨 的 阶 数 ,传递 矩阵 的 阶 数 
由 构成 模型 的 单元 性 质 雇 定 。 描 写 单元 运动 的 微分 方程 式 的 阶 数 就 是 传递 拭 阵 的 阶 数 ,另外 ， 
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由 于 求解 过 程 中 采用 了 试 代 频率 法 ,所 以 能 够 方便 地 完成 某 特 定 频率 区 则 的 固有 频率 扫描 , 制 
定 该 区 间 有 没有 、 有 多 人 少 频率 存在 .而 不 需要 计算 出 全 部 固有 特性 。 

本 方法 在 求解 过 程 中 ,存在 大 基 的 矩阵 连 蒋 运算 ,由 于 计算 机 的 舍 人 误差 等 原因 .往往 会 
出 现 太 的 位 数 损失 ,在 求解 频率 方程 时 出 现 两 个 接近 的 大 数 相 减 或 者 计算 机 数据 溢出 等 现象 ， 
使 得 计算 精度 降低 。 在 据 型 计算 中 ,有 时 还 会 出 现 末端 幅 值 急剧 增长 的 失真 现象 .为 此 可 采用 
双 精 度数 据 运 算 ,采用 无 量 网 化 处 理 等 措施 .另外 ,采用 RICCATI 法 对 提高 计算 精度 也 有 
好 处 。 

例 和 -1 设 有 图 5-7 所 示 均 匀 悬 臂 滁 ,其 截面 杜 
曲 刚 度 为 ET, 梁 本 筷 质 量 可 上 略 去 不 计 ; 设 mm, 一 x; 一 
m: 一 m, 求 系统 的 加 有 特性 。 | 

解 ”首先 进行 无 量 网 化 , 令 

?一 3A，5=8 
= mEl, GQ= QF/EI 到 6_7 
于 是 本 题 中 各 个 子 传递 矩阵 由 46 ~ 59)、(6- 60) 式 化 





为 
1 1 172 i176 
oO 1 1 172 - 
了 , 一 i C= 11:2,3 
0 0 1 ] 
a a/2 | 
其 中 人 一 mow/ET 
册 a= v Eo/ml 
系统 的 传递 方程 可 写 为 
ZE = TT TZ ~ T2¢ 
其 边界 条 件 为 
yo == =0 
频率 方程 式 为 


tsa as 


上 fei2 3》 一 | = 上 0 





ts ta 
取 = = 一 0.085 5, 算 出 了 ,从 中 取 ttavtaytu 得 

1,257 1]] 3.142 70 
0.606 43 1.516 45 
可 见 ,由 «二 0.085 5 确定 的 w 已 经 足够 精确 地 代表 系统 的 一 个 轿 有 频率 , 即 有 


Ce) = = 0.000 51 <: 0 








ot = 0,085 5 mp 
利用 此 a 值 可 进一步 确定 主 据 型 ,由 方程 

ts, + tu = 0 
可 得 





于 是 有 
P= Mu = 0.5 X 2.55 0.166 6750 一 一 1.083 33G， 
-1 

如 一 1.083 33 


MM, = 2.307 7 


一 0.923 1 


由 此 可 进一步 计算 yay3s。 
各 个 不 局 的 试 算 频 率 w%, 得 到 不 同 的 “ 值 , 经 过 上 述 相同 过 程 可 找 出 系统 的 其 他 各 阶 固有 
频率 。 表 6-1 列 出 了 各 阶 固有 频率 对 应 的 阶 次 2a 和 振 型 yf? ,yy 。 





























表 6-t 
i 1 2 3 
mt: 
a EF 0.085 5 3. 668 26, 48 
yn i 1 ] 
Wp 3, 399 1.188 — 0. 699 
ye 6B. 393 — 0.788 .215 








§6.2 RICCATI 法 


在 Riccati 法 中 ,将 状态 向 量 Z, 中 的 元 素 分 为 1,e 两 组 , 即 
Zi= [Ff :el (6— 38) 
其 中 了 由 起 始 截 面 状 态 向 量 的 7 个 元 察 中 ,具有 零 值 的 +/2 个 元 素 组 成 ,其 余 元 素 则 组 成 子 舟 
量 e, 对 于 图 6 -2 所 示 系 统 , 因 左 端 边界 条 忻 为 ho 一 & 一 0, 故 选择 











f=[M QT, em[y 让 (6 -39) 
则 由 (6 -人 式 变 换 相应 的 行 和 列 可 改写 成 : 
ff 了 
2 : = | 因 
bh = | 7 er (6B — 40) 
72 : Taddir 
8 irl J, 
式 中 
1 全 
Tu = mot nt (6 — 41) 
2E7 1 十 让 
站 0 
Ts 一 | 3 ， | (6 -42) 
Pi mw 十 上 


《人 一 43) 


1 
| 
Ce 
x 
yy 
3 
| " 忆 
< 
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] {i 
了 一 | | (6 - 44) 
路 0 1 


引信 如 下 的 变换 式 

f= Se {£6 — 45} 
(6 -45) 式 称 为 Riccati 变换 式 ,5 称 为 Riccati 传递 矩阵 , 它 是 一 个 (r72) X (Cr/2) 阶 的 待定 矩 
阵 , 把 (6- 45) 式 代 人 (6 一 40) 式 , 则 有 


@; = [TS + Ty] ‘er (6 — 46) 
Fr = {Tus + TTas + To) er (6- 47) 

对 比 (6-45) 式 与 (6 -47) 式 得 
Sit 一 [TS + Tal [LTS + Tas]7! £6 - 48) 


(6 48) 式 就 是 Riccati 传递 矩阵 的 递 推 公式 。 由 起 始 截面 的 边界 条 件 知 :六 一 0 而且 ee 天 0， 
则 有 初始 条 件 式 ,3$ 二 0, 将 5S, 代入 (6 -48) 式 即 可 依次 递 推 而 得 到 中 ,9 Sr 对 末端 截面 
下 ( 见 图 5 一 2), 由 (6 一 45) 式 得 
fr = Sxek (6 — 49) 
对 于 图 -2 所 示 模 型 ,未 端 边 办 条 件 为 : 
一 0，er 兴 省 (6 - 50) 
故 t6 49) 式 有 解 的 必要 条 性 是 


Sg ME 


Alm) = det($xr) = (6 51) 








Sgl S ks 
(6-51) 式 就 是 频率 方程 。 解 击 此 方程 的 根 即 可 求 出 系统 的 固有 频率 . 式 中 A(w) 也 称 剩余 量 。 
在 固有 频率 名 求 出 后 ,Sx 为 已 知 . 由 (6 -49) 式 知 : 


f= | | 网 -0 
Syl Sr 9 KR 


Bx 一 一 Sx/ Sr} yr 一 一 (kal/ Ka3 ) YK 一 Beyx 


由 上 式 可 得 : 


上 式 中 

Bx 一 一 Sxit7Skis 一 一 和 Kal7Sias 【一 2 
考虑 到 妇 一 化 , 令 yx 二 1.0 
则 有 


中- 且 om 


再 由 (6-46? 式 从 右 向 友 递 推 就 可 以 求 出 相应 的 固有 据 型 , 因 式 [7a3 二 Tse] 在 (6-48) 式 的 
递 推 过 程 中 已 经 求 得 ,不 必 重 新 计算 ,所 以 所 型 的 计算 是 简单 的 。 

现 将 频率 方程 的 求解 问题 讨论 如 下 : 

因为 在 递 推 式 (6- 45) 的 计算 中 人 富有 矩阵 求 赣 , 所 以 在 不 断 地 用 试 算 频率 中 , 代 人 (6-51) 
式 计算 剩余 量 A(w" ) 的 过 程 中 ,剩余 量 曲线 经 常会 出 现 蜡 号 无 穷 型 背 点 (图 6 -8(a))。 而 固有 
频率 值 有 时 与 背 点 数值 很 接近 , 故 容 易 出 现 丢 根 现象 .为 此 ,在 求解 固有 频率 时 ,将 剩余 量 加 以 
改造 ,得 到 新 的 剩余 最 DiCw; ) 的 表达 式 作为 新 的 频率 方程 ,对 于 两 端 自由 或 弹性 支承 的 约束 
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形式 ,其 频率 方程 为 1 














性 件 的 场 阵 与 点 阵 相 蒋 , 可 得 典型 区 段 ( 一 个 弹性 件 与 一 个 惯性 件 为 一 区 般 ) 的 传递 矩阵 ,在 
不 考虑 转动 惯量 及 前 切 影 响 以 及 抗 变 刚度 在 匡 内 为 常量 的 茶 件 下 ,由 (6- 9) 式 可 表示 区 段 内 
的 状态 向 量 传递 关系 。 推 力 产生 的 轴 向 力 以 轴 向 内 力 形式 作用 于 各 状态 ,由 图 6-9 所 示 轴 力 平 
街 图 得 相 邻 状态 轴 力 关系 式 
Ri =R,+T,— ma, (6 - 55) 

式 中 了 一 一 作用 于 7 点 的 发 动机 推力 ; 

RK, Rr 一 一 点 和 点 = 十 1 处 的 轴 向 力 ; 

3441 一 一 点 ! 和 点 上 十 1 的 质点 质量 

4: 一 一 系统 的 轴 疝 加 速度 。 
当 梁 变形 后 ,只 将 产生 附 初 讲 矩 RCyri 一 和 ) 如 图 6-10 所 示 。 














出 于 (6-55) 式 中 Tray4* 均 为 已 知 量 , 故 每 个 状态 的 只 均 为 已 知 量 。 将 附加 力 答 民 (y+l 
一 >) 霜 充 到 力矩 平衡 方程 中 ,用 与 前 而 同样 的 方式 ,可 导出 考 吃 轴 力 情况 下 的 传递 矩阵 ,得 


y 1 1 f 7272 瑟 7 /GE ry 1 

加 | | 9 1 1/EJ /2ES 8 

"| 0 Ri 1 RI/ZEJY (1+ RAGEJY » 
+1 me 12 leaf + mi /Ed IQ J, 


二 、 气动 力 的 影响 


无 旅 ,必要 总 定 的 发 射 飞行 器 , 它 的 法 向 力 系数 斜率 Cu| 一 中 | 的 分 布 , 一 般 如 图 8 - 1 
疡 术 。 

将 法 向 气动 力 与 惯性 力 相似 地 进行 离散 
化 ,分 布 的 法 向 力 系数 但 率 C.(z) 以 相应 的 在 Cc- 


各 状态 的 离散 值 C.。 来 近似 代替 ,这样 ,在 每 个 | | 人 
质点 处 均 为 法 向 愤 性 力 与 法 向 气动 力 共 同 作 
用 . 即 

下. 一 mar, + GICs (6-= 56) 一 一 一 ~ 


式 中 ”五 一 一 :质点 上 法 向 外 力 ; 
9 一 一 动 蔡 ; 图 6-1] 
S$ 一 参考 面积 ; 

















C. 一 离散 法 向 力 系数 斜率 
% -一 局 部 迎 角 , 即 &。 
令 入 ,一 43C。 , 则 系统 各 点 的 点 阵 为 


] D 0 
0 i 00 
P= 
0 0 1 0 
mw NN, 0 1 
场 阵 没 有 变化 , 故 传递 矩阵 可 写成 

1 1 所 BB/6E 
1 /EJ /2E) 


0 1 ! ; 
jaz mad FN moET) + CNU/ET) 1 十 (mls)716E.J) + (CNISET) | 


36.4 传递 第 阵 法 的 一 些 特 殊 问 题 


| 。 
T= 
| 0 


一 、 分 析 模 狸 中 的 质量 处 理 


采 半 传递 矩阵 法 ,虽然 从 原理 上 并 不 限于 应 用 集中 质量 ,但 为 了 简单 ,多 数 采 用 集中 质量 
模型 ,这 样 ,确定 合适 的 集中 质量 数目 就 是 个 关键 性 环节 ,数目 过 多, 不 但 增加 计算 工作 量 , 而 
且 对 精度 并 无 好 处 ;数目 术 少 ,频率 误差 过 大 ,而 且 振 型 会 发 生 畸 变 , 目 前 对 潜 式 飞行 器 结构 有 
两 种 经 验 公 式 ; 一 为 ,质量 点 数 要 大 于 欲 求 最 高 频率 阶 次 的 10 信 , 即 pp 汪 10n, 另 一 为 

p13n (6 —57) 
式 中 ”pp 一 一 可 求 的 质量 点 数 ;} 
要 求 计算 的 最 高 阶 数 。 

此 公式 限于 5 阶 以 内 使 用 。 

根据 对 某 火 稍 的 计算 经 验 , 我 们 初步 认为 , 梁 用 (66-57) 式 较为 合适 。 根 据 计算 瓦 知 ( 见 表 6 
-2) ,整个 火箭 取 如 0 个 质点 ,; 况 三 阶 频 率 基 本 已 达 匀 稳定 值 , 依 照 (6-57) 式 计算 , 需 采 用 13 个 
质点 





nt 


表 6-2 频率 区 质点 数 变 化 情况 单位 :Hz 




















对 于 惯性 质量 符 突 出 的 质量 分 布 情况 ,应 计 人 针 性 质量 矩 的 附加 项 .不 过 习惯 上 宁可 将 质 
二 点数 旭 加 多 ,而 不 增加 惯性 质量 矩 项 ,这 样 计算 较为 阐 单 方便 。 
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二 、 关 于 寻根 技术 


采 用 传递 矩阵 法 求 频率 , 需 解 (6 - 15》.(6 -51) 式 等 高 阶 代数 方程 .- 般 只 能 采用 试 代 解 
法 , 即 代入 一 系列 频率 假定 值 ,依照 对 应 行列 式 什 
,给 出 A~ wo 图 。 找 到 交点 (A 变 叶 处 ), 即 为 所 求 
的 各 阶 频 率 。 使 用 计算 机 后 ,这 一 过 程 虽然 可 在 计 
算 机 内 自动 完成 ,但 还 存在 一 个 扫 瞳 步 距 的 选择 
问题 , 步 距 过 大 ,可 能 发 生 委 根 现象 ,如 图 6 - 12， 
当 步 距 大 到 一 步 可 跨 过 两 个 根 时 ,A 的 变 号 现象 
就 被 路 项 ,ws 两 根 被 丢掉 。 为 了 防止 此 现象 ,可 
缩小 步 距 ,但 这 样 势 必 普 遍 增 加 工作 焦 。 这 一 矛 拓 图 412 
对 于 频率 分 布 琉 窗 相间 的 系统 尤为 突出 。 

基体 求解 可 以 采用 的 方法 之 一 是 两 分 法 ,首先 , 求 出 两 个 试 代 频率 of 和 的 函数 值 
Atof) 和 Atkow) ,比较 二 者 的 符号 .车 为 同 号 ,oo 增加 一 个 增 量 得 到 一 个 新 的 ,重复 同样 的 步 
缀 .车 Atof) X Atod) 为 负 , 取 以 和 己 的 中 点 民 计 算 A(o4), 比 较 ACwl) 和 A(wl) 的 符号, 车 
为 异 导 ,再 到 oj 和 地 的 中 点 。 若 为 同 号 , 取 地 和 的 中 点 重复 上 述 过 程 ,一 直达 到 希望 的 准确 
度 为 正 。 


、 关 于 无 量 编 化 处 理 


在 进行 失 阵 运算 时 ,为 了 在 多 次 和 F 阵 相 秉 中 防止 由 于 会 人 误差 等 因素 往往 引起 大 的 位 数 
损失 ,防止 计算 机 滋 出 等 ,希望 撼 阵 元 素 化 为 1 的 量 级 ,因此 ,不 论 哪 一 神 解 法 ,都 需要 预先 把 
状态 向 昌 和 传递 矩阵 无 量 网 化 . 仍 专 梁 的 横向 硒 曲 振动 为 鹿 。 

设 系统 的 特征 长 度 或 者 分 负 的 平均 长 度 为 加 ,平均 弯曲 刚度 为 Eu7,， 则 各 状态 向 量 按 下 列 
形式 无 量 网 化 : 


4 








Nl 

















_ 0 
y= yo; 8=0, 型 一 高 打 -4， a EQ 【6 — 58) 
同村 也 将 传递 矩阵 无 量 网 化 
7 了 一 EJ = 一 如 8 = 
t= Dy Ei = Eso" Ime 一 Ej {8 — 59 
则 (6 - 6) 或 可 写成 以 下 无 重 岗 形式 ， 
| 1 7 已 司 ] 
一 2 E7 6 EJ i 
> > | 
3 0 1 _ a 
可 一 EJ 2 EJ (6 -60) 
| [0 0 1 2 | 
| 
2 EJ 6 Ej ] 








上 式 与 在 (6 - 6) 式 所 有 变量 上 加 “一 ”符号 是 完 爹 相间 的 。 
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、 关于 连接 部 位 刚度 的 处 理 


飞行 器 总 是 由 若 于 个 部 件 连 接 南 成 的 ,例如 导弹 弹 身 是 由 若 于 个 舱 段 连接 起 来 的 ,大 量 事 
实证 明 , 连 接 部 粒 分 离 面 的 连接 刚度 对 飞行 器 固有 特性 有 明显 的 影响 ,因为 它们 通常 低 十 相应 
的 周围 结构 刚度 。 表 5-3 列 出 某 导 弹 全 弹 一 至 四 阶 固有 频率 的 试验 值 和 计算 值 .其 中 不 考虑 连 
接 刚 度 影响 的 计算 方案 肥 用 集中 威 量 模型 的 传递 答 阵 法 ,状态 4 的 稻 眉 是 用 连接 刚度 较 骅 的 
普通 径 向 螺钉 连接 ,状态 B 是 用 连接 刚度 相对 较 强 的 斜 对 赛 螺 钉 连接 ,由 表 中 可 见 , 因 分 离 面 
刚度 下 降 , 使 固有 频率 的 试验 值 明 显 低 于 不 考虑 连接 刚度 的 计算 值 。 








































































表 6-3 基 导 弹 固有 频率 计算 值 和 试验 值 的 比较 
状 态 巡 站 
加 阶 ”次 1 2 3 4 1 | 2 3 4 
| 一 | | 
试验 值 /Tz 33.3 | 112.2 | 178.0 ， 4441 | 105.6 | 184.9 : 235.9 
未 考 虞 计算 值 /Hz 十 二 130, 17 | 237. 49 349. B87 19. 92 | 107,01 219. 85 312. 24 
连接 刚度 相对 误 装 |22.7 驳 |16.0 久 | 33. 4 入 8 2 和 | 1.34 锡 | 18,9 各 | 32. 4 用 
考 踢 计 等 值 /Hz 190.98 | 248. Ge 45.61 | 97.35 | 102.19 337. 8 
连接 刚度 2 























在 传递 答 阵 法 中 ,为 考虑 分 离 面 连接 刚度 削弱 的 彤 响 ,在 拟定 分 析 模 型 时 假设 弹 身 做 横向 
振动 中 分 离 面 两 边 的 挠 讼 y 和 转角 8 不 相 
等 而 发 生 罕 变 。 为 此 ,在 分 离 面 两 边 各 设 一 
个 集中 质量 点 ,此 两 点 之 亲 的 距离 设 为 零 ， 
并 用 一 个 承受 弯 短 的 盘 式 弹簧 和 一 个 承受 
横向 力 的 拉 压 弹 繁 把 它们 连接 起 来 (图 6 - 


132, 


图 5-13 的 系统 中 ,mr,-; 各 ,为 分 离 
面 两 边 的 集中 质量 ,A, 为 盘 式 阐 答 的 刚度 系数 ,&z 为 拉 压 弹 赞 的 刚度 系数 , 则 场 传递 关系 可 写 


成 





面 点 阵 的 形式 没有 变化 , 则 在 卢 妇 内 的 传递 垂 阵 可 写成 


2 0 —1/k,| fry]* 
0 1 lg 0 0 
一 (中 1 
0 0 1 0 M 
J 0 0 0 1 1 
1 0 0 — 1/k,, 
0 1 l/h 0 
一 (5 621 
0 0 1 0 
ma 0 0 1 mk,, 





2Z8 = T ZE, C6- 63) 
这 样 , 只 要 在 进行 传递 矩 姻 及 相应 的 递 推 运算 过 程 中 ,在 对 应 的 典型 段 过 中 引 人 和 人 56 21 式 和 
‘6-63) 式 ,有 芭 可 得 到 考虑 了 连接 面 刚度 的 固有 特性 。 


可 题 


6-1 已 知 -- 略 形 等 截面 是 怖 梁 , 如 图 (习题 6-1 辕 ) 所 示 , 图 中 (1) 一 0.125, 了 人 2) 一 
7.03) 一 工 (4) 一 0.25, 弯 熙 刚度 E10) 一 尼 T(2) 一 天 73) 一 BJC4) 一 上 ,质点 质量 M(1) 一 
M(t2) 二 MM(3) 二 MC4) 一 0.25。 肝 用 传 谨 此 阵 法 程序 计算 各 阶 国 月 册 频 率 与 主 撒 型 。 取 最 兴 选 
代 次 教 为 400, 初 始 步 长 为 1, 频率 估算 中 误差 的 控制 精 诬 为 0.1X10 。 











敬 ， 二 0.356 7D 十 01RADA a = 0.231 BD + 02 RAD/s 
0.000 0D 十 00 0. 000 0D + 00 
0.527 3D — 02 0.125 7D 一 02 
9 一 40.4186 5D — 01 内 2 = 40.589 5D 一 Ou. 
0.999 8D 一 ol 0. 445 8D — 02 
0.167 5D 十 00 一 0.4167D — 02 
ws = 0. 663 2D + 02 RAD/s w, = 0,.141 0D + 3 RAD/s 
0. 000 0D 十 00 0. 000 oD + 00 
0. 587 5D 一 03 0. 262 9D 一 03 
人 一 40.111 1 了 一 02 ‘0 = 4 — 0.9211D .~ 04 
一 0.122 6D 一 02 0. 393 7D — 04 
0.437 1D 一 03 — 0.887 7D — 05 








6-2 求 图 (可 是 6-2 图 ) 所 示 的 全 中 质量 系统 的 固有 频率 。 设 和 ,一 ms 一 20kg. 梁 的 弯 
由 刚度 EI 一 3 Nmz, 梁 的 质量 元 咯 不 计 。 
管 ，， ml 一 32.3 rad/s tw 一 269 rad/s 





Er2) EI(3} 3 ElICc4y 4 


了 《和 











习题 6~1 图 习题 65-2 图 


6-3 用 RICCATI 法 重新 求解 习题 6--1。 
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第 七 章 ”有限 元 一 传递 德 阵 联合 法 


8$7.1 联合 法 的 基本 原理 


从 第 五 .第 六 两 章 可 以 看 到 有 根 元 未 法 虽然 可 以 处 理 各 种 复杂 结构 ,但 为 了 得 到 精确 解 往 
往 需 要 较 客 的 单元 数 , 从 而 导致 计算 机 容量 和 计算 时 间 显 著 增加 .传递 矩阵 法 虽然 要 求 的 计算 
机 容量 不 随 单 元 数目 剧 增 ,但 它 只 适用 于 解决 链 式 结 构 . 如 果 能 将 两 法 结合 起 来 就 可 形成 -种 
新 方法 .联合 法 (Finite Element and Transfer Method, 简 记 FETM 法 ) 就 是 这 一 思想 的 产物 . 

联合 法 的 基本 思想 是 ,首先 将 一 个 二 维 结构 沿 一 个 主 传 递 方向 分 割 为 有 限 数 目的 状态 .每 
两 个 状态 之 间 的 子 域 进 行 有 限 元 分 割 , 运 用 有 限 元 经 典 方 法 建立 子 域 商 端 状态 向 量 间 的 变换 
关系 ,进而 用 经 典 传 递 夭 阵 法 建立 主 传 递 方向 首 未 边界 状态 向 量 间 的 关系 ,引入 边界 条 件 , 建 
立 频 率 方程 , 解 方程 ,得 频率 ,再 根据 状态 向 量 传递 关系 依次 解 出 对 应 的 振 型 。 

联合 法 的 出 现 , 改 变 了 传递 矩阵 法 只 适用 于 解 一 维 问 题 的 形象 , 开 折 了 传递 怎 阵 法 解决 任 
何 复杂 结构 问题 的 前 景 . 嚼 然 自 前 的 研究 上 只 限 于 解 二 维 板 的 领域 ,可 用 于 飞行 髓 板 类 结构 或 长 
壳 类 结构 的 计算 ,但 从 原理 上 不 难 推广 到 更 一 般 的 三 维 结构 。 

本 章 将 以 平面 板 为 例 , 阐 述 联合 法 的 基本 原理 。 

图 ?7 -1 所 示 一 板结 构 或 一 这 体 结构 。 


~ 
~ 

i 
~ 
~ 





选择 工 方向 为 主 传递 方向 , 沿 x 方向 将 板 或 党 分 割 为 避 条 ,建立 mx 十 1 个 状态 ,如 图 7- 
1(a) 所 示 ,。 得 一 条 内 进行 有 限 元 分 割 ,图 7 一 1Cb) 所 示 为 取 三 角 单元 情况 。 
任 一 节点 二 的 节点 位 移 向 量 用 束 表示 ,对 应 节点 力 向 量 用 FF 表示 ,在 板 问 题 中 5, 由 三 个 


量 构成 一 即 ,6, 一 名 ,6, 一 一 从 , 对 应 的 力 分 量 为 P.M，M,。 
在 选 定 的 一 种 位 移 函 数 条 件 下 ,可 以 得 到 每 个 元 素 的 刚度 矩阵 及 一 致 质 量 和 矩阵. 通过 秋 加 
原理 可 导 得 一 条 的 (如 第 条) 刚 阵 与 质 陈 。 引 入 该 条 的 外 边界 条 件 , 如 图 所 示 i 条 当 4B 及 DE 
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虚 矩 阵 下 , 及 有 效 质 量 和 盾 阵 闻 ,. 每 条 均 按 此 法 进行 , 则 可 得 各 条 的 刚 阵 与 质 阵 ， 


第 i 条 的 动 平衡 方程 为 
rn 本 


式 中 ”下角 标 工 ,RR 分别 表示 左 状 态 与 右 状态 。 
[DE 上 的 非 零 元 素 1] 








他 
d, 
6r, = : 《了 -2) 
如 -1 
L483 上 5 的 非 零 元 寨 J 
其 他 类 推 。 
将 (7 ~1) 式 简写 为 
今 / "F, 
ss | = Le 0 
式 中 8 一 下 一 azif 称 为 动力 扎 阵 。 (7 -4) 
将 S 阵 分 块 得 


-9 a 
一 -uy 
Sa Suwalildal LFal. ' 


经 简单 运算 ,(7 -5) 式 可 重 排 为 如 下 形式 


Se Tn Tl re 6B, 
一 一 了; 《7 一 全) 
一 Fr,, Ta Toad, FiJ, 
式 中 Tu 二 Slay 
Ts; = Ses (7 7 了) 
了 2 二 一 Sai 十 S22 i 
Ty 一 一 Sz, Er 


(7-6) 式 就 是 一 个 有 限 元 子 域 左 、 有 状态 向 量 间 的 传递 关系 .由 (7-7) 式 可 知 ,为 保证 3i， 
成 立 ; 显 然 要 求 61 与 bx 维 数 根 同 。 





由 相 邻 条 间 连 续 条 件 可 得 
Bx, = Er ,tl (7 8) 
由 相 邻 条 间 平 衡 条 件 有 
Fri Piiri = Feas (7-9) 
式 中 Fon sg 为 沿 BE 边界 处 的 外 力 。 
在 固有 特性 问题 中 ,外 力 不 存在 , 故 有 
Fs, 十 下 1 一 由 
所 以 — Frit = Fi 7- 1) 


将 (7 ~ 8),(7 -10) 式 结合 则 有 
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将 (7 一 11) 式 代 入 7 一 6 式 得 


5 5 
| = | (7 -12) 
F; Fi J, 


i+1 


问 理 ,可 推 得 


全 5 
| = (7 -13) 
Fr 1 FL 1-'l 


依 此 推 得 各 状态 间 的 传递 关系 ,综合 后 ,得 如 下 总 传递 关系 


6 1 By, 
| = TT Ts | i7 -11) 
L-1 


Fir, 
以 也。 前 乘 上 式 , 共 应 用 (7 - 6) 式 得 
7 站 [a 
| = TT eT | 
F 


本 
上 一 一 n LA 


(7-16) 
方程 (7- 16) 建立 了 整个 系统 左 
边界 状态 向 量 与 右边 界 状态 向 量 间 的 
传递 关系 。 . 
将 (了 ) 分 块 得 
-5g Ty Tr 
i | [ zj 
(7 -17) 
引信 边界 条 性. 可 得 央 率 方程 .如 
左 问 为 固 支 , 右 端 为 自由 , 则 ; 
下 一 一 78 
代 人 (7-17)》 式 得 
"Ba TT Ts1ro 
L0 | [7 | 
人 7 一 19) 图 7 了 -2 
所 弄 0 = TwFii (7 -20) 
由 | 具有 非 零 解 条 件 得 频率 方程 为 
lITs|=0 (7 - 21) 
计算 频 案 航程 序 烧 图 为 图 7 -2 所 示 ， 
确定 出 任 一 阶 频率 后 可 进而 计算 振 型 。 
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为 计算 振 型 首先 要 对 它 实施 正规 化 措施 。 设 趋 根部 第 一 个 节点 的 第 一 个 力 元 素 为 1, 则 (7 
一 20) 臣 蛮 为 








ft ta lfl 
凤 (一 [ "| 
所 以 = fl tPF 
faF 一 一 如 《7- 22) 
解 人 7 - 22) 线性 代数 方程 组 ,可 解 得 卫 。 
这 样 , 天 :已 知 , 依 对 应 传递 矩阵 关系 纹 次 可 计 得 全 部 对 应 状态 向 量 , 摘 出 间 类 元 素 , 邵 为 
对 应 于 该 阶 频 率 的 振 型 ， 


3 7,2 一些 特 殊 情 况 的 处 理 


实际 过 到 的 结构 平 画 形 状 并 不 都 像 上 节 那 样 简单 ,而 且 每 一 条 采用 有 限 元 时 也 可 能 采用 
有 具有 中 疗 节 点 的 高 精 元 。 这 些 情况 可 采用 下 述 方 法 来 处 理 。 


一 、 阶 梯形 平面 板 计算 干 
[ 
以 图 7-3 所 示 梯 形 平 面板 结构 为 例 。 
将 根部 分 为 1 ,工商 区 
Zh = 02 (7-23) 1 
a Fr TE TE TEIRY 二 
12 i 二 ++1 Im 十 了 
他 a 人 
= {7 — 24) 
Fi TH TH TH TH |i1F, 图 7 3 
F, re TE TE 了 人， 
从 中 摘出 
人 1 
ST rT TE 7 TE]S, 
oe ] (a 
Fi ir TE TE TEJ|F, 
又 因 
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由 平生 与 连续 条 件 有 


将 人 7 - 25) 式 代 人 得 
ER | 了 Tt TE | 
— TF! ~ 一 加 

















FT TE TH -7 
| 站 GL 1” 
人 一 Ty 0, | 四 
F, (iF, - 
1 1 
LF iF,j, 
将 ?7 24),(7? -26) 式 联 合 得 
TBE | 
| 和 3 1 1 
Ea, | 1 
1. 本 dL 
本 | TE TE TH THEIIE, 
pa TE 7 Ta LF, 
重新 控 列 
1 TE TE TS 8] 
1 TE TE 7 Ts 1 
P| TE TE TE Tg||F, | 
Fa TH TS TS Tj LF, 
代入 进 界 条 件 
FF 
px,d 
™" {TT 5 
一 站 
#1 
如 得 
[中 - | | 
ol Lrg re 
频率 方程 为 
Th TD| 
£3) TT} 一 0 可 2 
{Ta 24 





二 、 采 用 高 精 元 时 中 间 节 点 的 处 理 


当 采 用 中 间 插 入 内 节点 的 高 精度 元 素 时 ,会 出 现 如 图 7-4 所 示 的 类 似 情 况 .图 中 也 示 为 
个 典型 子 域 .在 每 个 状态 前 面 除 常 规 节点 外 ,还 有 内 节点 如 出现 .为 在 状态 向 量 中 消除 这 些 内 
节点 :可 采取 如 下 方法 。 
出 动力 方程 有 
138 一 


网 四 FR (7 — 30) 
ht 
全 五 也 
由 于 Fe 一 人 
Ep | FL 
A :EE 
: Se Fe 
故 存 C pr | 一 《7 -31) 
再 7 a 
Bn J 0 J 
这 样 有 i 十 】 
AB, 十 Ber + Ed = Fy {7 — 32) 图 27.4 
CH + Din Le = FR C7 — 33) 
Gr + Hr Lo = 0 [| 
由 (7- 34} 式 得 
Gn 一 一 下 CGO + HB) (7 了 -35) 
由 (7 一 35) 式 代 大 (7-32).(7-33) 式 得 
。 [全 天 | [7 ,0 
一 【 - ) 
C— FLG Do— FL IH FR 


这 样 ,就 可 进一步 建立 高 精 元 情况 下 的 第 i 条 状态 向 量 传递 关系 。 


139 





第 八 章 ” 子 结 构 模 访 综 合法 


38.1 基本 原理 


子 结构 横 态 综合 法 是 通过 改变 坐标 系统 而 导 人 的 卓有成效 的 计算 方案 。 

采用 合理 的 坐标 系统 ,对 简化 计算 可 发 挥 巨大 作用 ,这 在 普通 振动 基本 理论 中 已 有 论述 。 
如 对 -个 弹性 浴 , 用 直 第 物理 坐标 ,本 为 无 穷 自 由 度 系统 ,但 由 李 兹 弹 人 了 广义 坐标 -一 模 态 
坐标 后 .坐标 数 就 可 取 几 个 甚至 一 两 个 , 而 所 解 结果 的 精度 完全 可 以 满足 工程 要 求 。 广 广 坐 标 
之 所 以 能 发 挥 这 么 大 效能 ,是 由 于 坐标 本 身 变 为 一 个 带 有 加 权 因 子 的 连续 函数 ,如 果 所 假定 的 
坐标 踊 数 能 相当 好 地 满足 边界 条 件 与 动 位 移 规 律 的 要 求 , 则 通过 加 权 因 子 ( 即 广义 华 标 ) 的 调 
整 ,就 能 很 好 地 有 逼近 真实 运动 . 子 结构 模 态 综 合法 也 是 应 用 此 原理 。 它 是 李 兹 广义 模 态 法 在 复 
杂 结 构 中 的 具体 应 用 ,将 整个 系统 划分 为 几 个 子 结构 ,对 每 个 子 结构 进行 模 态 分 析 , 取 得 子 结 
构 模 态 参 数 ; 然 后 ,将 每 个 子 结构 的 誉 标 系 由 物理 坐标 变换 到 模 态 坐标 ;在 借 态 坐标 表示 下 .将 
全 部 子 结构 在 满足 子 结构 间 硬 含 条 件 的 基础 上 进行 综合 , 即 可 得 到 全 系统 的 固有 特性 一 一 频 
率 . 振 型 。 

模 态 综合 技术 是 从 1965 年 Hurty 发 表 第 一 篇 所 谓 “ 分 人 模型 法 ”时 开始 的 .他 不 但 给 出 了 
模 态 综合 方法 的 基本 原理 ,而 县 将 其 直接 用 到 火箭 技术 的 计算 中 .1968 年 ,Craig 又 将 他 的 方 
法 做 了 改进 ,使 约束 模 态 与 刚体 模 态 合并 ,省 去 了 子 结 构 间 多 余 约束 的 判定 ,为 将 其 应 用 到 复 
杂 结 构 扫 除了 障碍 .不 过 ,他 们 都 是 在 周围 全 部 固 支 的 条 件 下 确定 子 结 构 模 态 的 .1969 年 ， 
Goldman 和 Hou 分 别 担 出 了 自由 交界 面子 结构 模 态 分 析 法 ,使 子 结构 模 态 分 析 大 大 简化 ,但 
精度 不 高 .后 来 ,人 们 又 将 1967 年 Bamford 提出 的 附加 模 态 并 人 模 态 坐标 ,从 而 使 子 结 构 模 夸 
综合 法 日 益 完善 ,成 为 卓有成效 的 复杂 结构 加 有 特 性 分 析 方 法 ， 

此 法 的 优点 是 :不 但 使 解法 大 大 简化 ,而 且 特 别 适合 于 大 型 宇航 飞行 系统 的 分 析 ; 各 个 于 
结构 的 模 态 信息 串 可 以 由 分 析 得 到 ,也 可 以 通过 实验 得 到 ,这 就 有 助 于 克服 大 型 飞行 器 做 全 册 
振动 试验 的 困难 ,将 实验 环节 转移 到 各 个 大 部 件 范 围 , 最 后 用 本 法 可 综合 出 全 系统 的 动力 性 
能 ;另外 ,任何 局 部 部 件 的 更 动 , 只 在 此 局 部 修改 计算 ,而 不 影响 其 他 都 件 已 有 的 基本 证 阵 , 这 
天 天 有 利于 设计 优化 的 研究 。 

假 定 将 整个 系统 分 割 为 上 个 子 结构 ,对 每 个 子 结构 施加 一 定 的 边界 条 件 , 梁 用 分 析 方 法 
《如 用 限 寺 或 联合 法 ) 或 实验 方法 得 到 子 结构 的 模 态 信 息 一 一 各 阶 频率 与 振 型 .选取 于 结构 磺 
态 的 全 部 或 局 部 ,再 附加 上 一 定数 量 的 静 模 态 ,组 成 模 态 插 阵 ,作为 模 态 变换 阵 , 它 也 就 是 模 态 
坐标 基底 ,如 下 所 示 为 模 态 变 换 阵 选择 的 一 种 典型 形式 : 

DU = [6 | 9 | | Bj (8 1) 
式 中 ”由 一 一 刚体 模 态 集合 ; 
作 一 一 约 东 模 态 集合 : 
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由 一 一 附加 模 态 集合 ; 
办 一 一 弹性 模 态 (一 般 为 截断 情况 ) 集合 。 
U, 就 相当 于 振动 基本 理论 中 李 兹 法 的 位 移 试 函数 , 它 的 选取 方法 不 同 , 对 计算 精度 与 计 
算 量 大 小 有 很 大 影响 ,也 是 各 种 子 结构 模 态 综合 法 的 主要 分 界线 。 对 每 个 子 结 构 均 可 得 到 对 应 
的 UV 阵 , 这 样 就 可 对 墓 个 系统 实施 坐标 变换 





rn 
闫 | T7 2 0 é 


, — 。 {B 一 2) 
总 ， 0 ~ & 
i 





式 中 XX, 一 一 第 i 个 于 结构 物理 坐标 ， 
一 一 对 应 于 各 个 子 结构 的 模 态 华 标 ,也 就 是 模 态 基底 的 加 权 因 子 ， 
上 式 可 简写 为 ; 
X=UE {8- 3) 


(8 一 3) 式 建立 了 物理 坐标 于 与 模 态 坐标 了 间 的 变换 关系 ， 
设 已 用 有 限 元 法 或 实验 求 得 各 子 结构 的 质量 和 刚度 矩阵 为 4 和 ,Ci 二 1,2,…,). 则 可 


组 成 未 考 碟 子 结构 间 联 系 的 非 古 合 其 对 衣 答 阵 种 ,着 即 
MM [总 


M, 0 于 0 














MM Mf | 


令 自 由 振动 中 拉 榕 斋 日 (Lagrange) 函数 工 为 
L=T—U 
式 中 了 一 一 非 耦合 情况 下 系统 动能 ; 
一 一 非 耦 合 情 况 下 系统 势能 。 
在 各 子 结构 无 焰 合 情况 下 ,全 结构 的 拉 格 朗 日 函数 可 写成 
_ lyrHr. ly 
L= 5X ME — FX KY 
将 (9-3)7 式 代 和 人 上 式 则 有 
工 二 DU MOE— CUEUS (8 — 4) 


由 于 竹 , 下 ,0 均 为 抉 对 角 阵 , 故 其 三 捷 积 仍 为 块 对 角 阵 . 故 有 : 
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‘| 
0 
及 
UTMU 一 和 (HC— 5) 
' 入 
0 | 
可 
天 。 
UTRU = 和 ey: 
无， 
0 
| .| 
式 中 机, 与 下 分 别 为 第 i 个 子 结构 的 模 态 ( 或 广义 ) 质量 抵 阵 与 模 态 刚度 第 阵 . 
M, = UImb, ‘Ri 
K, = UTkU 人 
当 所 选用 的 坐标 变 搞 矩阵 DV 为 正 交 集合 构成 的 正 交 阵 时 ,对 质量 阵 实 施 正规 化 .可 得 
UMU = 1 -1 
UMU= 你 Is Ei 


式 中 他 为 子 结构 固有 频率 平方 排 成 的 对 角 阵 。 

学 所 选用 的 坐标 变换 阵 z 不 是 正 交 集合 时 ,8- 乓 .18-10) 式 将 不 存在 。 

(4 式 中 所 为 不 独立 向 量 。 各 子 结构 边界 处 必须 满足 连续 条 件 。. 引 人 约束 方 再 ,鸽子 结 
构 硝 人 台 在 一 起 ,得 到 全 绪 构 运动 方程 式 。 


设 其 约 东 方程 为 
“一作 iw 1 
对 约束 方程 中 实施 举 标 变换 ,即将 (9 一 3) 式 代 人 ,出 得 
CUE=0 tn 12) 
即 n=0 ， {x -13) 
式 中 Dp=CU AR 1 
与 第 六 章 合理 ,选择 其 中 独立 部 分 为 所 , 非 独立 部 分 为 所 ,如 阵 相应 地 分 霹 ,得 
LD, ‘pl |- ‘y 15) 
解 得 
页 =— Di!D,é, {3 6) 


臣 中 地 然 要 求 Di 可 道 。 
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简写 为 $= Ve 
选择 6: 为 广义 举 标 ,以 8 表示 , 则 得 


将 (8 -19) 式 代 人 (~ 4) 式 得 
工 一 539 VU MOV 一 SVU RUVg 


规定 M = VUhUv 
K 一 ViUIEUV 
1 1 
坡 = 9 Mg 一 39 Kg 
代入 拉 格 遍 日 方程 得 
Mg+EKg=0 


:8 ~23) 式 即 为 敬 求 的 全 结构 系统 的 基本 运动 方程 式 . 以 下 的 问题 就 是 求解 特 妊 


综合 以 上 可 知 其 求解 步骤 为 : 
(7 划分 子 结 梅 。 


‘8 -23) 





FE 值 问题 了 . 


(2) 用 解析 法 或 实验 法 求 各 了 手 结 构 固 有 特性 及 广义 刚度 .广义 质量 ,结合 成 天 好 。 


(3) 选取 各 子 结构 的 模 态 变换 矩阵 己 ,， 

(4) 引入 约束 方程 确定 8g 向量 及 第 二 变换 阵 。 

(7 将 5 组 合成 上 阵 。 

(6) 将 已 YY 机 ,更 代 和 人 (8-21) 式 , 即 得 时 , 关 。 

(7) 利用 (8- 23) 式 解 特征 值 问 题 , 得 全 系统 固有 特性 。 


3 8.2 模 态 变换 阵 的 构成 选择 与 截断 


随 着 大 量 研 究 工作 的 开展 ,出 项 了 形形色色 的 子 结构 模 态 分 析 方 法 .众多 的 方法 . 按 其 实 
质 区 和 分. 仅 在 二 两 个 变换 阵 已 ,7Y 的 选择 不 同 。. 的 选择 ,就 是 选 哪些 模 态 构成 模 态 变换 阵 . 的 
选择 不 同 ,反映 了 引信 约束 方程 变 非 不合 系 统 为 耦合 系统 的 手段 不 同 .对 解法 ,精度 .1 作 量 影 


桨 较为 突出 的 是 忌 阵 的 选择 。 





正 如 李 兹 假定 位 移 法 一 样 , 对 UV 阵 的 选择 基 具 有 任意 性 的 ,只 不 这 选择 得 好 ,用 少数 自 山 
灾 就 可 以 得 到 好 的 结果 ,也 就 是 收敛 性 能 好 ;否则 就 要 求 更 多 的 模 态 ,日 前 ,可 供 选择 的 模 态 有 


六 列 开 种 。 
一 、 弹 性 振动 固有 模 态 


它 属 十 动力 模 态 ,根据 所 取 边 界 条 件 的 不 同 , 叉 分 为 固定 边界 的 振动 模 态 与 自由 边界 的 振 
动 模 态 , 以 及 混合 边界 振动 模 态 。 最 常 采用 的 是 前 两 种 .通常 按 子 结构 边界 是 固定 还 是 自由 将 


了 结构 综合 法 分 为 两 大 类 。 














以 尾 一 子 结构 4 为 例 ,如 图 8 一 1 所 示 ,。 在 无 阻尼 自由 振动 情况 下 其 运动 方程 为 
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[slle eT-b) tt, 
(8 - 24) < 部 位 一 产 一 一 户 部 件 
式 中 i 一 一 子 结构 内 部 物理 坐标 ; tu) 

Jj 一 一 子 绪 构 边界 物理 坐标 ; 


i 
/一 子 结构 边界 力 。 0 
1. 国定 ( 交 ) 界面 条 件 下 的 正规 模 态 拓 一 一 一 


) 
引入 多 二 0 条 件 , 则 (8 24) 可 简化 为 如 下 特 外 
征 信 方 程 图 8-1 
CK mr, = 0 (8 —- 25} . 
meas] 人 | 
| nn 一 diag lw! ,wi ,+ yo) (R ~ 26) 
\ 





对 应 的 正规 振 型 构成 固 支 (或 约束 ) 界面 情况 的 正规 模 态 矩阵 


ome or 


趟 中 中; 的 下 标 i 表示 内 部 坐标 振 型 ,k 为 模 态 阶 数 癸 二 1,2, ,n); 
0 为 零 元 率 , 下 标 7 表示 边界 振 型 值 ,* 为 模 态 阶 数 ， 
2. 自由 界 击 条 赴 下 的 正规 模 态 
引信 了 三 0 条 件 , 由 (8 -24) 式 得 如 下 特征 值 方程 
(K— eM)r=0 (8 251 
式 中 下 ,村 ,x 分 别 为 子 结构 的 刚度 阵 、 质 量 阵 及 位 移 向 量 ， 


解 之 ,得 
| 上 diag {es ved ,tu ) {3 — 29) 


人 
注意 此 时 Y 二 十 二 ,好 : 它 包括 边界 自 所 度 在 内 , 显 检 | 人 


(8B 27) 


| 
| 有 罕 元 ,好 所 


\ 
有 等 频率 。 
对 应 的 正规 模 态 矩阵 为 
外， 中， ™ by ， 
办 四 = 小， | (8 -1 
二 、 约 束 模 态 


此 种 模 态 可 作为 几 定 界面 正规 模 态 的 补充 模 态 。 其 定义 为 ;从 子 结构 物理 坐标 人 集合 
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( 它 为 如 与 纪 的 总 和 ) 选 出 一 部 分 坐标 构成 子 集 C, 对 己 集 合 中 每 个 坐标 分 别 给 予 单位 位 移 ,而 
保持 性 集合 中 其 他 坐标 为 零 值 ,这 样 导 出 的 静 模 态 称 为 约束 模 六 .由 其 定义 ,从 方程 146-24) 去 


掉 惯 性 项 后 可 导 得 
pa 本 


式 中 下 标志 表示 < 的 补 集 ( 即 < 十 了 一 一 )。 且 -为 在 = 坐标 集合 中 的 反 力 集合 , 它 为 < 界 反 力 方 
阵 。 为 < 阶 单位 阵 ,0.. 为 2 Xe 阶 零 阵 ,而 加 为 下 式 所 示 


Xu Tor I, 
Be 一 CEE 
Tul v2 : ; za 
由 (8 -~ 31) 上 面部 分 有 
$=— KK (8 32) 
由 (8 一 32) 式 可 知 , 为 使 KK,, 可 道 ,C 子 集 的 规模 至 少 要 能 阻止 该 子 结构 的 刚体 送 动 发 生 ， 
则 金东 模 态 为 
几 - 一 KK, 1 Ar 
t=- |r -| 1 | (8 - 33) 
显然 约 东 模 态 为 静 力 模 态 , 约 东 模 态 数 等 于 c。 
三 , 刚体 粮 态 


如 果 基 子 结构 有 Ni 个 刚体 自由 度 , 则 选择 + 个 坐标 构成 子 集 , 甩 来 阻止 刚体 运动 . 令 是 
在 该 子 结构 坐标 总 集 瑟 中 了 的 补 集 。 将 人 -3t) 中 的 c 用 + 置换 ,v 用 zx 置换 ,得 


-人 (3 


tr 为 静 定 约 东 集合 时 ,有 -一 0) 


刘刚 体 模 态 即 为 
Cm 
网 一 [| 【和 -353 
式 中 办 一 一 正二 本。 ‘8 36) 


在 自由 界面 正规 模 态 中 ,加 中 就 包括 有 NN, 个 刚体 模 态 。 
四 , 附加 模 恋 (Attachment Modes) 


附加 模 态 也 属于 静 模 态 . 它 的 定义 为 :在 子 结 枸 物理 坐标 里 内 规定 一 个 予 集 ，, 对 此 子 千 
-1 中 位 一 个 浴 标 苑 加 单位 力 ,并 使 该 子 集 其 他 种 标 保 持 力 为 零 值 .这 时 所 得 到 的 于 结 松 静 挠 度 
称 为 附加 模 态 。 
按 子 结构 是 否 受 到 足够 的 约束 可 分 为 两 种 情况 。 
1. 约 素 子 结构 情况 
令 双 为 王 中 2 的 补 集 , 则 有 
— 1145 一 





[人 0 
附加 模 态 为 四， 一 >] ‘8 38) 


2. 无 芍 隶 子 结 槐 情况 
令 集 合 习 分 成 三 个 子 集 rare 其 中 + 为 静 定 约束 集合 ,用 来 阻止 刚体 位 移 ,“ 为 需 加 单位 
力 得 到 附加 模 态 的 子 集 ;w 为 a 与 + 合集 的 补 集 。 于 是 有 


Koo Kus Kr] [由 [0 
Kk, K,, kK,, | |g, 一 了 | 《 - 91 
并 KR, KJ [8,,. RJ 








式 汪 ”Ws, 是 由 于 在 约束 自由 度 处 位 移 为 零 而 产生 的 等 隆 ,, 交 约 东 反 力矩 阵 . 


由 上 上 式 有 
Ko, Kl bs] TO 
| | |= | ‘x 0) 
Ks, 页 .由 Lr. 
于 是 得 
四。 Kone Ks] Ou] 、[「 8 
bd $1 
则 附加 模 态 $x 为 
Bu 
bm = 18 \& 12) 
由- 








这 四 逢 模 杰 是 最 常 采用 的 .可 以 看 到 ,除了 正规 模 态 外 其 他 都 是 静 烧 态 . 另 外 还 有 负载 边 
界 正规 模 态 .惯性 前 换 (lnertia Relief》 附 舱 模 态 .剩余 附加 模 态 等 ,不 再 一 - -列举 . 

造 择 哪 些 模 态 组 成 模 态 变换 矩阵 ,是 个 技巧 性 较 强 的 工作 ,一 方面 要 考虑 构成 们 系统 的 各 
个 于 桔 构 在 动态 行为 中 的 差异 , 另 一 方面 要 考虑 计算 的 目的 是 在 低 阶 区 域 还 是 高 阶 区 域 .这 此 
办 素 邦 直接 影响 到 模 态 种 类 与 模 态 数量 的 决定 ,一 个 好 的 选择 应 该 是 ,只 选 较 少 的 模 态 就 能 取 
得 杂 的 计算 结果 。 民 据 一 些 研 究 者 (Ramasdenystoker ,Levy,Downs 等 ) 的 既 验 认为 ; 子 结构 的 
主刀 出 唐 : 即 选 择 的 模 态 数 ) 约 等 于 总 系统 奢求 的 固有 特性 总 数 的 2 一 3 倍 ， 

选择 的 一 - 般 原则 为 : 

:1) 在 计算 系统 的 低 阶 固有 特性 时 ,应 选 子 结构 低 阶 正规 模 悉 ,反之 则 应 选取 向 阶 部 分 ， 

2) 模 态 间 要 互相 独立 . 正 交 性 条 件 最 好 满足 ,但 它 不 是 必要 条 件 。 

下 规模 态 、 刚 体 模 杰 之 间 正 交 , 约 束 边界 正规 模 访 与 约 东 槛 态 正 交 ,这 部 是 明显 的 ,而 自由 
汝 界 十 规 神态 与 附加 神态 正 交 条 件 , 必 须 采 取 一 定 的 修正 措施 ,才能 予以 保证 . 

13) 一 般 都 是 对 正规 模 态 采用 裁 断 措施 ,但 也 有 对 其 他 模 态 (如 约束 模 态 ) 进行 截断 的 . 

:41) 所 选 模 态 训 既 能 较 好 地 描述 子 结构 内 部 的 动力 位 称 状 态 , 又 能 较 好 地 描述 于 结构 间 
交办 处 的 融 力 位 移 状 态 .这 也 就 是 子 结构 正规 振动 模 态 不 可 缺少 之 外 还 要 补充 约束 模 态 或 者 
附 可 模 态 的 原因 。 

时 前 流行 的 几 种 选 拌 如下; 

1. 约束 坷 面子 结构 神态 综合 法 
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《1) Hurty 方案 
$= [各 ,由 ] 183 13) 
其 中 ,加 为 采用 截断 措施 的 正规 模 态 ;其 他 符号 同 前 。 
《2) Craig 对 上 法 的 改过 方案 


一 [办 ;由 J] (8 -44) 
(3) Bamford 方案 : P= Lp ,py, $1] i8 13) 
2， 自 由 者 面子 结构 榄 态 综 合法 
(1) Goldman 与 Hou 方案 $ = 外 {8 116) 
(2) Hintz 收 进 方案 $= [四 和] LR 17) 


例 8B-1 图 8-2 为 一 等 剖面 ,均匀 材料 的 自由 一 - 自由 染 





20 个 自由 度 





一 一 一 一 一 
子 结 构 1 子 结构 2 于 结构 3 
8 个 自由 度 6 个 自由 度 10 个 自由 度 


局 , 架 的 机 术 综 合法 分 析 
图 8-2 


总 长 工 二 137. 16 em 

总 质量 MM 一 13. 28 kg 

弯曲 刚度 £7 二 14 349 N .cm 

= 188. 13 cm’ 

七 为 前 面 商 积 

首先 ,对 自由 -* 自由 当 进 行 整体 育 限 元 直接 分 析 ,计算 回 有 频率 ,然后 将 金 到 从 分 交 三 个 
了 结构 , 按 模 态 综合 法 计算 ,其 计算 模型 如 图 8 -2(b)y 所 示 ,整体 模型 为 九 个 单元 .个 节点 ， 
24 个 自 册 度 , 三 个 子 结构 的 模型 节点 数 分 别 为 4,3,5。 自 由 度数 分 别 为 8,6.10. 模 态 和 矩阵 中选 
用 Goldman Hou 方案 . 即 具 取 自 由 界面 的 正规 模 术 ,为 了 比较 ,做 出 了 五 种 情况 : ， 为 地 逢 了 
半 攀 的 全 部 弹性 正规 模 态 , 即 (8,6,10): .ER YY 均 为 只 取 部 分 正规 横 态 .它们 的 模 态 数 
分 别 为 (8.5,7)，04, 44) 4 35) 03，3;3)。 

约束 方程 由 边 愉 位移、 转动 的 连续 条 御 决 定 . 显 热 其 有 四 个 约 东 方程 ， 

计算 结果 列 于 表 8 一 1， 

由 该 表 可 知 , 当 取 各 子 结 槐 全 部 正规 模 态 时 ,其 结果 与 全 梁 整 体 直接 求解 的 结 举 致 . 若 
以 整 体 求解 为 精度 标准 的 话 , 显 而 易 见 , 随 着 所 到 的 模 态 数目 的 减少 而 精度 下 降 . 估 号 以 看 到 . 
即使 每 个 子 结 构 只 取 三 个 模 态 ( 两 个 刚体 模 态 ,一 个 弹性 振动 模 态 ), 所 得 频率 值 的 误 半 也 是 森 
大 的 ,而 计算 工作 营 要 比 整 体 求 解 少 得 下 。 
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表 8-1 单位 :Hz 
模 态 综 合 
楼 态 | 走 拉 解 一- 
C8,6,10)" (6.5,7) 人 《和 3 对 ,和 ) C4,315) (13,3,3) 












0 0 















0 


3 53.701 6 5.701 06 5.7]7 ] 5.33]1 3 | 5.813 5 


4 13. 084 8 13, 084 8 13.089 0 13,303 7 13. 59] 0 




















21.751 了 21.781 7 21. 816 6 22, 255 3 22. 226 5 


-一 一 


6 30,.718 0 ， 30.7180 30, 748 4 访 1. 古 ] 和 4 32, 087 0 
































了 39. 054 了 39, 054 了 39. 088 8 40. 087 0 41.411 7 





”和 注 :( 久 ,XX,※*) 表示 三 个 子 结 构 依 次 的 横 态 娄 
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第 九 童 飞行 器 固有 特性 分 析 


的 一 些 特 殊 问 题 


湖 着 形形色色 飞行 器 的 出 现 , 动 力 固有 特性 分 析 也 出 现 许多 特殊 问题 ,例如 , 火 第 、 导 漳 虽 
然 基本 上 近似 于 一 个 一 维 隐 系统 ,但 它们 往往 存在 著 级 间 连 接 与 数 自 较 多 的 分 离 面 (接头 1, 这 
使 得 结构 的 刚度 分 布 . 阻 尼 分 布 发 生变 化 ,给 图 有 特性 的 精确 分 析 带 来 轩 难 ;大 型 液体 兢 料 火 
箭 广 泛 存 在 着 流体 网 动 问题 , 它 对 国有 特性 有 不 可 忽视 的 影响 ;人 造 卫星 经 常 采用 自 旋 稳定 方 
案 . 并 安装 有 业 度 很 大 的 附件 ,如 太 池 能 帆 板 ,天 钱 等 ,构成 具有 转动 的 刚体 及 和 柔性 体 的 复合 结 


枸 .使 它 的 固有 特性 分 析 更 加 复杂 化 。 本 章 对 这 些 问 题 做 一 概括 介绍 。 


$9.1 飞行 器 分 离 面 (接头 ) 对 固有 特性 的 影响 


大 部 分 火箭 .导弹 类 型 的 飞行 器 都 具有 较 多 的 接头 ,它们 使 全 弹 的 刚度 分 布 发 生 局 部 控 


动 . 如 图 9-1 所 示 . 它 使 刚度 损失 可 达 (30 一 40) 名 ,如 表 9-1 所 示 。 





























刚度 1 1 | | 一 -一 有 接头 时 刚度 
| 
| 
图 9-1 
表 9-1 
导 弹 名 称 接头 数 刚度 损失 天 
“ 哆 居 上 蛇 ? 4 13 受 
近 程 攻击 导弹 SRAM | 6 31 匈 天 一 全 元 
中 程 标准 导弹 MR 7 3 名 | 
远程 标准 导弹 ER ?7 33 多 下 ;为 有 接头 时 一 阶 振 型 广义 刚度 
* 不 死 岛 ” 10 49 鹃 
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一 、 对 弹 体 固有 特性 的 影响 


1. 使 全 弹 欧 图 有 频率 下 降 

册 于 接头 前 贺 了 附近 弹 休 的 刚度 ,同时 接头 处 往往 存在 空隙 ,因而 它们 部 使 全 弹 的 固有 闫 
素 降 低 。 影 响 程 度 与 接头 的 数量 ,类 型 .位 置 朋 关 .。 表 9-2 中 列举 了 -- 些 导弹 的 - 阶 频率 由 十 接 
未 前 相 起 的 下 降 情 况 ， 























表 9-2 
导弹 各 称 | 接 头 数 一 阶 因 有 频率 下 降 
2 4 
。 近 程 攻击 学 弹 SRAM 8 7 
”中 恰 标 准 导弹 MR > 中 
。 远 种 标准 寻 境 ER 7 8 
- “不 岛 * 10 | 29 | 








2. 使 全 弹 的 振 型 发 生 畸 变 

接头 的 存在 ,改变 了 刚度 分 布 , 必 然 使 振 型 形状 、 节 点 位 置 发 生变 化 -在 控制 系统 的 设计 中 
节点 位 洽 是 个 重要 参数 .所 以 ,为 了 精确 确定 振 型 ,必须 考 虚 接头 的 响应 .图 9-2 所 示 为 英 弹 前 
站 阶 的 型 受 接头 影响 的 变化 情况 。 


Ed 





一 一 不 考虑 接头 
一 一 一 考虑 接头 








图 中 并 为 弹 体 轴 向 坐标 ,坐标 原点 设 在 弹 体 头 部 理论 顶点 ,9 为 振 型 幅 值 .应 当 注 意 ,同样 
的 接头 ,所 处 的 位 置 不 同 影 响 也 不 同 。 一 般 讲 ,在 导弹 弹 体 中 部 的 接头 影响 更 加 宽 出 ， 


二 、 分 析 方 法 


山 于 接头 种 类 繁多 ,而 且 它 的 连接 情况 还 受到 加 工 质 量 ,、 装 配 质量 的 影响 ,因此 ,精确 地 用 

纯 分 析 方 法 考虑 接头 进行 固有 特性 计算 是 困难 的 ,一 般 都 采用 实验 与 分 析 结合 的 方法 ,全 弹 的 

计算 模型 可以 选用 一 维 梁 式 模型 或 三 维 党 体 模型 ,接头 则 可 分 别处 理 为 集中 弯曲 弹簧 或 沿 分 

离 面 周 线 分 布 的 弹性 组 件 . 处 理 这 类 模型 的 关键 是 这 些 弹性 件 柔 度 的 确定 ,对 证 集中 弯曲 学 
一 150 一 





第 . 上 柔 度 确定 的 方法 有 雇 下 玫 种 。 
1. 类 比 法 
参照 已 有 的 导弹 接头 的 和 度数 据 , 用 相似 类 比方 法 ,推测 所 设计 的 接头 的 柔 度 . 
3， 经 验 合 或 法 
Aijley 和 Leadbetfer 根据 大 量 实验 的 统计 ,归纳 出 以 下 经 验 公式 


201° 
到 一 4 (oO- 1》 
式 中 FF- 一 第 ;个 接头 的 弯曲 柔 度 ; 


站 一 接头 处 弹 身 直径 (英寸 ); 
4 -一 柔 度 系数 ,根据 接头 的 不 同类 型 已 制 成 表格 供 查 , 如 表 9 -3 所 示 。 





























家 9-3 
一 本 
接 头 分 类 | 
额 定 檀 范 图 
| . 一 全 
下 10-10 4 1 
| | 良 1073 3X1E 
四 中 10 8 3 x 1 ~ 3 1 
~ - 四 | 10 7 | 3*10 
1 


此 经 验 公式 是 以 美制 给 出 的 .使 用 时 应 予 注意 ， 

4 实验 测定 法 

当 已 具有 实体 结构 时 ,可 通过 静 力 实验 或 动力 实验 得 到 各 个 接头 实际 柔 麻 .不 过 ,实验 中 
应 注意 消除 弹 体 弯曲 的 影响 。 


14， 其 他 方法 
也 串 采 用 有 人 限 元 或 最 佳 拟 会 的 分 析 方 法 来 确定 接头 的 乘 度 , 不 过 方法 复杂 而 精度 并 不 


总 之 ; 随 着 飞行 器 对 固有 频率 、 振 型 、 振 型 斜率 的 数量 与 精度 要 求 日 益 提 高 . 接 汰 庆生 的 影 
响 必 须 于 以 考虑 :出 于 接头 类 型 较 多 ,单纯 的 分 析 方 法 尚未 完善 , 具 前 主要 依靠 实验 来 确定 特 
性 参量 一 一 莱 度 .将 所 得 柔 度 参量 代 人 系统 模型 , 即 可 计 得 较为 精确 的 全 弹 固有 特性. 





9.2 具有 旋转 部 件 的 飞行 器 的 固有 特性 分 析 特 点 


近 一 二 十 年 来 人 造 地 球 卫 遇 迅速 发 展 ,形成 了 一 种 别 具 特 色 的 飞行 器 .为 保持 山 星 的 资 态 
稳定 ,采取 了 各 种 姿态 稳定 方案 ,其 中 以 自 旋 稳 定 最 简单 .最 普遍 .这 样 ,使 卫星 结构 有 一 部 分 
为 定 轴 旋转 部 件 , 又 由 于 能 涛 ,通讯 .操纵 的 要 求 ,在 卫星 上 设 有 凑 阳 能 帆 家 与 天 线 等 ,它们 均 
为 季度 很 大 的 攀 件 。 整 个 卫星 形成 了 能 旋转 的 刚性 件 与 柔性 较 大 的 弹性 件 的 漫 台 构造 物 , 如 图 
9 所 示 , 为 了 分 析 卫 星 的 动态 响应 ,往往 需要 首先 掌握 固有 特性 ,为 此 ,必须 掌握 根部 辕 定 莽 
证 处 于 旋转 状态 下 的 悬臂 构件 的 固有 特性 分 析 方 法 。 

理论 分 析 与 经 验 都 表明 ,旋转 带 来 的 影响 不 容 忽视 。 它 不 仅 使 轩 有 频率 . 振 型 发 生变 化 .而 

[5 - 


下 使 结构 的 动态 品质 发 生变 化 ,在 一 定 条 件 下 会 出 现 败 失 动 稳定 性 阿 题 。 
一 、 研 究 的 历史 与 现状 


基于 旋转 对 固有 特性 影响 的 研究 时 在 40 到 50 年 代 就 开始 了 。1945 年 ,R,T, Yntema 应 用 
珊 雷 能 旦 法 首先 得 到 具有 实际 价值 的 结果 。 由 于 当时 主要 对 象 是 对 发 动机 或 直 升 飞机 的 时 片 
的 :分析 ,因此 未 考虑 大 变形 . 随 闭 宇航 事业 的 发 展 ,近年 
来 对 这 一 课题 的 证 究 再 好 高 法. 陀 刀 系统 动力 分 析 的 数 
学 模型 忆 P. WW. Likins 的 研究 为 代表 ,他 于 1972 一 1973 
年 对 二 种 模型 (弹性 连续 体 模型 ,分布 质 量 有 限 元 模型 ， 
集中 质量 模型 ) 导出 了 要 应 的 运动 方程 .1974 年 ,L， 
Meitovitch 对 旋转 构件 提出 的 特殊 特征 问题 作 了 系统 性 
研究 .导出 了 将 陀螺 系统 复杂 特征 值 问题 转化 为 一 裔 广 
饼 特征 值 问题 及 标准 特征 值 问题 的 具体 方法 ,从 而 使 旋 
转 结构 的 加 有 特性 分 析 与 古典 欧 非 旋转 结构 固有 特性 分 
析 建 立 起 联系 。 


二 . 解法 要 点 


太 男 定 于 了 内 体 寺 的 微 振 旋转 深 为 例 , 如 图 9- 土 所 未 。 忽 酷 剪 切 变 形 .转动 惯量 及 轴 向 变形 
彩 的 影响 。 梁 沿 径 向 与 刚 居 相 连 ,但 与 出 体力 的 了 轴 呈 8 夹 角 , 刚 恒 以 人 常 角速度 旋转 ,其 他 如 
图 3- :所 示 。 

任 -点 了 的 变形 后 位 置 尔 最 (如 图 9-5 所 未 ) 可 写 为 





六 = 十 本 (9 21 
式 呈 pi -一 点 工人 蛮 形 前 位 置 拓 量 ; 
-一 - 弹性 动 位 移 矢 量 ， 
则 梯 速 度 条 量 为 ; 
Y= OX {pH 十 in {9 -3) 
点 i 变形 后 位 置 





乘 性 结 神 点 i 未 变形 位 置 
图 9-4 图 9-5 
式 中 ”人 一 一 坐标 系 XYZ 旋转 角速度 矢量 。 


由 此 水 难 导 出 相应 的 坐标 分 量 :7. 7 7。 
昔 上 交 名 梁 可 假定 菇 动 抄 曲 形状 为 


-- 452 一 


,一 0 人 | 引 


1 
; 2 3 
Ha Yt) =4.0) [3| 闻 一 (3| | 
式 中 Hrd 广 当 华 标 。 
这 样 , 梁 的 总 动能 为 
T= Tea 0 % + 
2 o 


式 中 2--… 梁 的 质量 密度 ; 














4 一 一 横断 面积 。 
弯曲 应 变 能 为 
-六 [el 夭 |+ a( 阁 } 
由 于 离心 力 场面 产生 的 力 执 为 
el 


式 中 dF, 一 一 沿 y 轴 的 微 元 体 离心 力 ; 
一 一 沿 y 轴 的 辅助 变量 ， 
将 (9- 6) 一 (9-8) 式 信 入 拉 氏 方程 
da A 9 
]- 守 + 六 WV) 0 


和 
式 中 中 为 9 或 中 。 
解 出 后 ,得 运动 方程 
Mg De+ (K+ Kc Rg= 0 
式 中 《为 广义 坐标 gg 构成 的 广义 坐标 列 阵 ; 


为 质量 敌阵 ; 


[ 0 wad 
D= 
— Dl,sing 0 


是 旋转 引起 的 哥 氏 加 速度 的 影响 矩阵 ; 
wi 0 
四 
-0 ou 


中 0 | 


“Leosgsing 站 


_ A "| 
Ke all A 


为 离心 力 场 的 影响 矩阵 ;其 中 为 离心 力 参数 , 它 与 9,1o/t 相关 。 


为 梁 的 弹性 刚 阵 ; 
K.— 0 


为 向 心 加 速度 影响 矩阵 ; 


(9 一 4) 


(9 -5) 


‘9 -6) 


{9—7) 


(9 —8) 


{ 一 站) 


(9 - 


(9 


-10) 


13) 


CQ — 142 


《9 . 


13) 


一 153 一 





由 (9 -10) 一 上-15) 式 可 知 , 李 ,天 ,于 ec 于. 均 为 对 称 阵 , 而 DD 阵 为 作对 称 阵 . 
方程 (9 一 10) 可 改写 为 一 阶 状态 方程 。 


令 X= | KR Rk 
则 (9 - 10) 与 下 列 状态 方程 等 价 
1 | “|x=0 (9 -16) 
Lo Ko [LK 0 
简写 为 
J¥+GY=0 (0 -17) 
对 应 特征 方程 为 
det + 0O)=0 C9- 18) 


式 中 J 为 对 称 阵 ,6 为 斜 对 称 阵 。 

如 然 ,旋转 洪 的 固有 特性 分 析 归 结 为 一 个 特殊 匠 征 信和 问题 , 它 为 一 个 对 称 阵 、 一 个 针 对 称 
阵 的 特征 值 问题 ,不 能 直接 使 用 一 般 古 典 的 特征 值 解法 。 不 过 ,可 以 证 明 此 情况 的 特征 值 为 纯 
虚数 ,而 对 应 特征 向 量 为 复 向 量 , 而 且 均 以 其 缀 对 出 现 。 因 此 我 们 可 以 设 特征 值 为 


A = im， (9 - 19) 
式 中 几 - 一 固有 频率 。 
特征 向 量 为 下 , 二 了, 十 证 ， (9 2 
将 它们 代 人 特征 值 方程 , 则 可 将 (9 -18) 式 分 解 为 两 个 吉 典 的 广义 特征 位 问题 
wyY, = QF, (r=1,2,., n) 9 21) 
wi ~ QZ. (r= 1,2,., nm) ‘YH — 22) 
式 中 Q=— G0 = O00 (9 - 20) 
(9 一 21)、(9 - 22) 式 广义 特征 值 问题 还 可 进一步 变 为 标准 特征 值 问题 
of 了 ! = QF! th 24) 
WR = QE to- 25) 
式 中 Y’ = 7, tb 26) 
ZI = "2, (9 - 27) 
Q' = J OU GT (8 28) 


不 过 这 时 要 求 ,J 存在 ,可 以 证 实 ,只 要 J 为 正定 ,这 个 条 件 是 满足 的 ， 
利用 (9-21).(9-22) 式 求 解 时 ,可 采用 一 般 非 旋转 结构 的 广义 特征 值 问 题解 法 ,利用 (9 
26)、(9 -27) 式 求解 时 ,可 采用 非 旋转 结构 的 标准 特征 值 问题 解法 。 


三 . 旋转 对 固有 特性 的 影响 


包括 有 旋转 部 件 的 系统 ,其 动力 分 析 的 复杂 性 来 源 于 旋转 速 麻 与 弹性 变形 的 耦合 ,由 于 旋 
转 而 使 加 速度 复杂 化 。 它 不 仅 包括 有 一 般 弹 性 变形 的 惯性 如 速度 ,而 且 还 有 哥 氏 加 速度 种 问心 
加 速 庶 , 再 者 ,由于 旋转 产生 的 离心 力 场 使 旋转 结构 内 部 负载 ,从 而 使 结构 刚度 变化 .09 - 15) 
式 给 出 的 阵 便 是 引信 的 刚度 修正 阵 ,一 般 称 它 为 几 柯 刚度 , 努 外 一 个 特性 是 ,旋转 构件 的 特 
征 什 为 纯 虚 数 ,而 特征 向 量 为 复 向 量 ， 
旋转 对 频率 , 振 漠 的 影响 在 妖 阶 较为 突出 ,影响 大 小 与 弹性 和 刚体 之 闻 相 对 固定 位 置 以 及 
一 154 一 


与 旋转 速 诺 有 关 . 镶 9-6.9-?7.9-8&g.9-9 表 示 了 这 些 影响 情况 。 
由 图 可 知 ,离心 力 场 使 频率 上 升 ,而 向 心 加 隶 度 则 人 司 频 率 下 降 。 





ET 


wa:y 一 工 平 而 内 ， 
无 衣 转 时 的 一 挤 频率 
一 平面 内 » 
有 旋转 时 频率 
wii 一 7 平面 内 ， 
有 狂 转 时 期 率 
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图 939-8 图 3~9 


$9.3 贮 箱 中 液体 晃动 对 轿 有 特性 的 影响 


随 着 大 型 发 射 飞行 器 的 出 现 , 贮 箱 中 液体 晃动 对 于 飞行 器 动态 特性 的 影响 日 益 突 出 .这 是 
由 于 在 大 型 发 射 器 中 推进 剂 所 卢 质 量 部 分 的 比重 大 大 提高 ,推进 剂 的 动态 特性 对 全 系统 起 着 
重要 作用 。 另 外 ,大 型 发 射 器 结构 画 有 频率 很 低 7《 可 达 几 薪 ), 以 至 于 攻 体 蜂 动 频率 .结构 弹性 固 








有 频率 以 及 飞行 器 刚体 旋转 榨 制 频率 互相 靠近 .控制 系统 与 晃动 质量 易于 发 生 耦 合 , 共 而 使 控 
制 系统 饱和 ,导致 控制 失灵 .或 者 ,由 于 鞠 合 日 益 加 忆 的 液体 齿 动 在 结构 上 产生 过 大 的 力 与 万 
和 矩 ,造成 结构 玻 坏 ,所 以 ,对 蝎 动 质量 进行 有 效 的 分 析 . 蚌 防 直 看 合 振 动 .准确 确定 飞行 器 爹 系 
统 的 固有 特性 所 不 可 鼠 少 的 条 性 。 


一 、 问题 的 特点 


林 晃 动 的 流体 与 固体 结构 质量 的 动力 特性 并 无 区 别 , 而 具有 衣 由 流 面 的 巡 箱 ,由 于 阵风 作 
用 .飞行 姿态 变化 、 姿 态 控 制 力 神 击 ,级 间 分 高 以 及 飞行 器 弹性 变形 等 情况 而 导致 滚 体 的 - -部 
分 以 -- 定 的 频率 时 动 ,成 为 飞行 器 内 部 动态 特征 突出 的 一 个 环节 .网 动 频率 及 网 动 激 烈 程度 均 
与 下 列 因 案 有 关 ; 

012 容 骂 形状 ; 

[23 推进 剂 性 质 ; 

(3) 阻尼 隔 松 设置 情况 ; 

(4) 推进 剂 滚 面 高 度 ; 

(5) 加 速度 场 的 情况 。 

在 飞行 过 程 中 , 随 着 燃料 不 斯 顽 烧 , 维 进 剂 液 面 情况 不 断 发 生变 化 ,从 而 对 系统 固有 特性 
的 影响 也 随 之 变化 ,这 是 本 问题 的 主要 特点 .一般 说 来 ,为 了 掌握 整个 飞行 过 程 的 固有 特性 情 
况 ,就 要 分 析 各 个 东 同 的 推进 前 燃烧 阶段 的 频率 与 振 型 。 

另外 一 个 特点 是 ,一 般 只 带 考 碟 低 阶 情况 ,特别 是 一 阶 悄 况 。 因 为 经 研究 指出 ,对 于 图 性 过 
体 . 二 阶 冕 动 质 量 侈 为 一 防 晃 动 质量 的 3 多, 而 且 在 高 阶 情况 干 液体 内 部 将 产生 秦 乱 的 扰动 ， 
使 胃 尼 激增 , 故 二 阶 以 上 可 不 予 考 虚 。 


二 . 推进 剂 晃动 频率 的 确定 


按照 讨论 对 象 的 实际 情况 ,为 了 确定 其 晃动 特性 ,必须 研究 壳 体 约束 条 件 下 的 流体 动力 学 
问题 . 许 包 学 者 已 经 散 了 大 量 有 益 的 工作 ,但 是 ,对 每 个 飞行 器 均 按 流体 动力 学 方法 进行 频 训 
计算 是 件 很 烦 荣 的 工作 ,所 以 ,工程 上 常 梁 用 当量 变换 的 方法 ,在 对 这 体 壁 作用 的 力 与 力 短 相 
等 ,频率 相当 的 条 件 下 ,将 液体 网 动 可 型 等 价 代 近 为 机 械 力 学 模型 ,这 些 模型 的 建立 需要 流体 
动力 学 的 精确 分 析 一旦 建立 了 当量 机 械 模 型 ,对 于 各 种 飞行 器 的 液体 后 动 问题 ,可 根据 它们 
的 液体 参量 、 飞 行 状态 参量 ,飞行 器 参量 很 容易 地 确定 出 当量 机 械 模 型 参 呈 ,从 而 确定 出 晃动 
频率 。- 般 采用 的 液体 侧 向 晃动 当量 机 械 模 型 有 了 两 种 。 

1. 弹拨 质量 模型 

根据 壳 体 半径 及 液 面 高 度 , 可 按 流体 动力 学 分 析 导 得 的 当量 公式 确定 巡 箱 中 液体 固定 质 
量 ”晃动 质量 2 , 鞭 动 质量 的 运动 受到 弹簧 与 阻尼 器 的 约束 ,其 模型 如 图 9 -10 所 示 ， 

模型 中 阻尼 系数 己 , 弹 纂 刚度 天, 都 按 流体 动力 学 导 得 的 当量 公式 确定 , 当 阻尼 较 小 时 . 阳 
尼 的 帮 用 可 名 下 略 . 

2， 自 由 控 模 型 

从 时 动 的 物理 现象 来 痢 , 将 它 等 价 为 一 个 当量 搜 是 无 可 非 异 的 ,此 模型 如 图 9-11 所 示 ,其 
中 的 m1 mo siisdo rir: 负 等 参量 也 是 由 注 体 动力 学 分 析 得 到 的 当量 公式 来 确定 。 

进行 这 种 模型 伐 换 后 ,液体 冕 动 问题 的 处 理 就 与 结 榴 系统 的 其 他 部 件 的 处 理 方式 完全 相 
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